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El Golem

Si, (como el griego afirma en el Cratilo) el nombre es arquetipo de la
cosa, en las letras de rosa esti la rosa y todo el Nilo en la palabra
Nilo.

Y, hecho de consonantes y vocales, habra un terrible Nombre, que la
esencia cifre de Dios y que la Omnipotencia guarde en letras y silabas
cabales.

Adan y las estrellas lo supieron en el Jardin. La herrumbre del pecado
(dicen los cabalistas) lo ha borrado y las generaciones lo perdieron.

Los artificios y el candor del hombre no tienen fin. Sabemos que hubo
una dia en que el pueblo de Dios buscaba el Nombre en las vigilias
de la juderia.

No a la manera de otras que una vaga sombra insintan en la vaga historia,
alin esta verde y viva la memoria de Juda Ledén, que era rabino en
Praga.

Sediento de saber lo que Dios sabe, Juda Ledn se dio a permutaciones
de letras y complejas variaciones y al fin pronuncié el Nombre que es
la Clave,

la Puerta, el Eco, el Huésped y el Palacio, sobre un muneco que con
torpes manos labro, para ensenarle los arcanos del las Letras, del
Tiempo y del Espacio.

El simulacro alzé los sonolientos parpados y vio formas y colores que no
entendio, perdidos en rumores, y ensayd temerosos movimientos.
Gradualmente se vio (como nosotros) aprisionado en esta red sonora de
Antes, Después, Ayer, Mientras, Ahora, Derecha, Izquierda, Yo, Ti,

Aquellos, Otros.

El cabalista que oficio de numen a la vasta criatura apodo Golem. (Estas
verdades las refiere Scholem en un docto lugar de su volumen.)

El rabi le explicaba el universo (Esto es mi pie; esto el tuyo; esto la
soga) y logrd, al cabo de afios, que el perverso barriera bien o mal la
sinagoga.

Tal vez hubo un error en la grafia o en la articulaciéon del Sacro Nombre;
a pesar de tan alta hechiceria, no aprendié a hablar el aprendiz de
hombre.




Sus ojos, menos de hombre que de perro y harto menos de perro que
de cosa, seguian al rabi por la dudosa penumbra de las piezas del
encierro.

Algo anormal y tosco hubo en el Golem, ya que a su paso el gato del
rabino se escondia. (Ese gato no esta en Scholem pero, a través del
tiempo, lo adivino.)

Elevando a su Dios manos filiales, las devociones de su Dios copiaba o,
estipido y sonriente, se ahuecaba en concavas zalemas orientales.

El rabi lo miraba con ternura y con algtin horror. ;Comd (se dijo) pude
engendrar este penoso hijo y la inaccion dejé, que es la cordura?

s Por qué di en agregar a la infinita serie un simbolo mds? Por qué a la
vana madeja que en lo eterno se devana, di otra causa, otro efecto y
otra cuita?

En la hora de angustia y del luz vaga, en su Golem los ojos detenia.
. Quién nos dira las cosas que sentia Dios, al mirar a su rabino en
Praga?

Jorge Luis Borges, 1958.




Le Golem

Si (comme affirme un Grec dans le Cratyle) Le nom est archétype de la
chose, Dans les lettres du mot rose est la rose Et le Nil tout entier
dans le mot Nil.

Alors, fait de consonnes et de voyelles, Doit exister un Nom terrible qui
condense L'Etre de Dieu et sa Toute-Puissance En lettres et syllabes
essentielles.

Il fut connu d’Adam et des étoiles, Dans le Jardin. La Cabbale prétend
Que la rouille du péché le couvrit d’un voile Et qu’il fut perdu pour
les générations.

L’industrie de ’homme n’a pas de limites, Ni sa candeur. Nous savons
qu’arriva Un temps ot le peuple de Dieu chercha Le Nom durant ses
veilles israélites.

Plus stire que celles par qui un vague Fantdome est glissé dans la vague
histoire, Verte et vive demeure la mémoire de Juda Low, qui fut
rabbin a Prague

Assoiffé de savoir ce que Dieu sait, Ce Low se voua aux substitutions De
lettres, aux difficiles permutations, Si bien qu'un jour il prononca, Le
Nom qui est

La Clef, la Porte et I’'Hote, la Demeure et la Grace. Ce fut pour enseigner
a un pantin Modelé par ses maladroites mains, Le secret de Lettres,
du Temps et de I'Espace.

L’effigie, entrouvrant ses yeux somnolents, Percut sans les comprendre
formes et couleurs, Confusément comme autant de rumeurs, Puis se
risqua aux premiers mouvements.

Graduellement (tout comme nous), elle se vit Prisonniére de ce réseau
sonore : Avant, Aprés, Hier. Maintenant, Encore, Envers et Endroit,
Moi et Toi, Toi et Lui.

(Le Cabbaliste qui faisait office de dieu A sa créature donna pour nom
Golem : Ce sont 1a vérités que rapporte Sholem En certain chapitre
de son ouvrage pieux)

Le Rabbin lui expliquait ['univers : Voici Une corde, ceci est mon pied,
cela le tien. Aprés des années, le monstre réussit A balayer la syna-
gogue, mal ou bien.




Peut-étre Low s’était-il un peu trompé Dans I'articulation ou bien dans
la graphie Du Nom. Malgré si haute sorcellerie, L’Hommoncule-
apprenti n’apprit pas a parler.

Ses yeux, qui semblaient moins d’homme que de chien, Et bien moins en-
core de chien que de chose, S’attachaient au Rabbin dans la pénombre
close Et douteuse des piéces de sa maison.

Quelque chose ainsi clochait dans le Golem. De fait, le chat du voisin se
cachait. A son passage. (Le chat n’est pas dans Sholem, Mais deviné
par moi a travers la durée.)

Il élevait vers Dieu des mains filiales, Imitant les dévotions de son pro-
pre dieu. Souriant et stupide, il se creusait En concaves révérences
orientales.

Le Rabbin le regardait avec tendresse Et non sans quelque horreur. Il se
disait : Comment Ai-je pu engendrer ce lamentable enfant, Et quitter
le non-agir, qui est la sagesse ?

Pourquoi me vint-il l'idée d’ajouter A la série sans fin un symbole inu-
tile ¢ Et au vain écheveau que l’éternité file, D’autres mauz, d’autres
causes, d’autres effets ¢

A T’heure de ’angoisse et de la clarté vague Sur son Golem, il laissait
s’attarder ses yeux. Qui nous dira les sentiments qu’éprouvait Dieu.
Contemplant Rabbi Low, sa créature a Prague 7

Jorge Luis Borges, 1958.

L’auteur et autres textes. Paris, Gallimard 1965. Traduction par Roger Caillois.

Je remercie M. Ivan Almeida 4, qui m’a cordialement transmis cette traduction.

4 J.L.Borges Center for Studies and Documentation, Aarhus University
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Chapitre

Introduction

LA classification est 'attribution d’une classe spécifique & un objet donné. Cette at-
tribution a besoin d’un certain degré d’abstraction pour pouvoir extraire des généra-
lités & partir des exemples dont on dispose.

Pour une machine, la classification de visages, de données médicales, de formes,
sont toutes des taches assez difficiles. Par exemple, dans le cas de la reconnaissance
de caractéres manuscrits, il est difficile d’énoncer une description générale qui tien-
ne compte de toutes les variations particuliéres de chaque caractére. Une autre
approche qui peut étre utilisée pour cette tache est celle de ’apprentissage. Ainsi,
le critére pour décider si une image correspond ou non & une lettre ' A’ consiste a
comparer si cette image est suffisamment similaire & des A’ vus auparavant. De ce
point de vue, on ne calcule pas la classification de caractéres : elle doit étre apprise
a partir d’exemples.

Ces derniéres années, de nouvelles techniques neuronales d’apprentissage ont été
développées. Cet apprentissage avec des réseaux de neurones se fait actuellement
en suivant deux approches : certains algorithmes comme la Rétropropagation du
Gradient ont besoin d’introduire a prior: le nombre et la connectivité des unités
cachées et déterminer les poids des connexions par minimisation d’un coiit. Le
réseau ainsi obtenu est éventuellement élagué.

Avec une approche constructive on apprend en méme temps le nombre d’unités
et les poids, dans le cadre d’une architecture fixée, commencant généralement avec
une seule unité.

Le but de cette thése est de présenter de nouvelles heuristiques pour générer,
d’une maniére constructive, des réseaux de neurones pour la classification. Elles
permettent de générer des réseaux a une seule couche cachée complétement connec-
tée aux unités d’entrée, et un neurone de sortie connecté aux unités cachées. Les
neurones cachés et de sortie sont des unités binaires, pouvant faire soit des sépara-
tions linéaires, soit des séparations sphériques. Ces heuristiques sont couplées avec

11



Chapitre 1. Introduction

des algorithmes d’apprentissage pour le perceptron, Minimerror-L. pour les sépara-
tions linéaires et Minimerror-S pour les séparations sphériques.

Ainsi, nous avons développé trois algorithmes constructifs, qui différent suivant
le type de neurones cachés et aussi suivant la définition des cibles que ceux-ci doivent
apprendre. Pendant le processus d’apprentissage, des neurones cachés entrainés pour
apprendre ces cibles vont diminuer le nombre d’erreurs de classification du neurone
de sortie. Les réseaux ainsi batis ont généralement moins de paramétres (poids) et

généralisent mieux que les réseaux entrainés avec d’autres algorithmes.

La thése est organisée de la maniére suivante : dans le Chapitre 2 nous présen-
tons les problémes de la régression et de la classification, et nous introduisons la
notation utilisée dans le reste du mémoire. Des questions sur ’apprentissage et la
généralisation sont abordées du point de vue théorique.

La méthode de Rétropropagation du Gradient et ses variations, ainsi que 1’état
de 'art des heuristiques constructives sont présentés au Chapitre 3.

L’algorithme d’apprentissage Minimerror, pour le perceptron simple, dans ses
versions & activation linéaire (Minimerror-L) et & activation sphérique (Minimerror-
S) est décrit au Chapitre 4. Les performances sur quelques exemples académiques
sont présentées.

Une description formelle des trois nouvelles heuristiques de croissance : Mono-
plan, NetLines et NetSphéres est présentée et illustrée par des exemples simples, au
Chapitre 5. Une généralisation qui permet 'application pratique des algorithmes a
des problémes a plus de deux classes y est proposée.

Des comparaisons avec des résultats obtenus par d’autres algorithmes d’appren-
tissage sur plusieurs problémes étalon (benchmarks), sur la base de l'erreur de
généralisation et du nombre de paramétres du réseau, sont présentées au Chapitre 6.

La conclusion est présentée au Chapitre 7, oll nous suggérons aussi des développe-

ments futurs.

Quatre annexes complétent le manuscrit. Le premier décrit les algorithmes
d’apprentissage et les heuristiques de croissance ; le deuxiéme présente un théoréme
de convergence ; le troisiéme présente le pseudo-code de plusieurs algorithmes con-
structifs et un dernier sur le théme du biais et de la variance.

12



Chapitre

Apprentissage et réseaux de neurones

2.1 Introduction

DAns ce chapitre nous introduisons les paradigmes de I’apprentissage supervisé de
la classification de données et de la régression, ainsi qu'une bréve introduction aux
réseaux de neurones et a la notation utilisée dans ce mémoire.

En effet, les réseaux de neurones ont été appliqués avec succés a 1’apprentissage
de taches de classification et d’approximation de fonctions. Pour situer les pro-
cessus d’apprentissage et de généralisation dans un cadre théorique, deux grandes
approches sont présentées : celle issue de la théorie de 'apprentissage de Vapnik
(qui considére le cas le pire), et celle de la mécanique statistique, qui considére le
cas typique au méme sens que 'approche géométrique de Cover. Une discussion sur
le surapprentissage et son impact en problémes de classification et de régression est
présentée a la fin du chapitre.

2.2 Régression et classification

e (Qu’est-ce qu’apprendre ? L apprentissage est le processus d’adaptation des
paramétres d’un systéme pour donner une réponse désirée a une entrée ou

stimulation quelconque.

e Comment formalise-t-on théoriquement le probléme de l’apprentissage ¢ 11 est
habituel de le présenter en utilisant le paradigme du professeur et de I’éléve. De
fagon conceptuelle, on admet qu’il existe un professeur qui connait la relation
exacte entre toutes les entrées et leurs sorties, mais le réseau éléve ne connait
pas cette relation (figure 2.1). Si I’éléve et le professeur sont exposés a une
méme entrée, le professeur est capable d’'indiquer a I’éléve la réponse désirée.
Les paramétres (dans le cas des réseaux de neurones, le nombre de neurones et

13



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones

.
Entrées &

Vrai classe T

Superviseur

Mesure d'erreur

Classifieur <>

Classe estimée Z

Algorithme d'apprentissage

Figure 2.1: Le paradigme (en problémes de classification) du professeur-éléve de
I’apprentissage supervisé.

les poids) de I’éléve doivent étre ajustés pour donner la méme réponse que celle
du professeur. Cet ajustement, 'apprentissage, est réalisé en général de facon
itérative, en minimisant une mesure de I’erreur, jusqu’a ce que le réseau-éléve

puisse émuler aussi bien que possible le professeur.

e Comment se présentent les exemples dans les problémes réels ¢ Nous n’avons
que des données, dépendantes de chaque probléme, et on suppose qu’il existe
une fonction sous-jacente entre les entrées et les sorties. Ces données sont aussi

connues comme exemples.

Nous représentons ces entrées par des vecteurs de N composantes 5: {&,6,-- &N}
qui appartiennent & un espace de dimension N, [’espace des entrées. Ces com-
posantes peuvent prendre des valeurs binaires, entiéres (ordinales ou catégoriques
sans un ordre particulier) ou réelles, suivant le probléme. La sortie correspondante
est représentée par un scalaire 7.

Dans les problémes de régression, 7 prend des valeurs continues. En classifica-
tion, chaque vecteur 5 appartient a une classe 7 = f (5) et alors 7 est une variable
discréte. En principe, il est possible de traiter des problémes de classification a un
nombre de classes quelconque, mais par souci de simplicité, dans ce qui suit, nous
allons nous restreindre a des problémes a deux classes, codées +1 et —1. Nous abor-
derons au Chapitre 5 les problémes pratiques posés lorsque le nombre de classes est

supérieur a deux.
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2.2. Reégression et classification

[’ensemble d’exemples dont on dispose, appelé [’ensemble d’apprentissage, con-
siste en P couples d’entrée-sortie (g”, ™); p=1,---, P ot les sorties 7/ (les classes)
sont connues. Dans les approches théoriques on dit, de facon imagée, qu’elles ont
été fournies par le professeur. Nous dénoterons cet ensemble £* = {(5”,7'") D=
1,---,P}, ou:

(2.1)

2l

que nous appellerons taille réduite de ’ensemble d’apprentissage, représente la pro-
portion d’exemples par rapport a la dimension N des entrées. Dans les approches
théoriques décrites ci-apres, on suppose généralement que les exemples sont des va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), dont la densité
de probabilité est P (¥, 7).

La régression

Un probléme de régression peut aussi étre traité comme un probléme d’apprentissage
supervisé. Si on suppose qu’il y a une certaine relation entre les entrées £ et la sortie
T, décrite par la fonction :

—

T = f(&") +n" (2.2)

ou n* représente le bruit (& cause des possibles erreurs commises dans les mesures)
des échantillons, supposé de moyenne nulle et indépendant des 5“. La fonction f est
inconnue. Le probléme consiste a approcher la fonction f en ne disposant que d’un
ensemble d’apprentissage £%. Au lieu de chercher une solution qui passe par tous
les points ou interpolation, on va plutot chercher des solutions approchées avec un
certain degré de tolérance ; c’est-a-dire, une régression.

Un probléme d’approximation est mal posé [16] s’il ne vérifie pas toutes les

conditions suivantes :

e [l existe une solution au probléme.
e La solution est unique.

e La solution est stable : de petites perturbations dans les entrées entrainent de
petites perturbations de la solution.

Dans le cas de l'interpolation a partir d'un ensemble de données, il peut ne
pas exister de solution ; par exemple si deux vecteurs d’entrée égaux ont des sorties
différentes. En outre, 'information présente peut ne pas étre suffisante et finalement
la solution trouvée peut s’avérer instable, comme dans le cas de 'approximation

polynomiale.
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Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones

La classification

Nous supposons qu’il existe une certaine relation entre les entrées et la sortie qui est
décrite par la fonction :

= [ +7") (2:3)

Dans ce cas, la sortie 7 ne prend que des valeurs discrétes, qui correspondent a
des étiquettes ou classes. Ici, la définition du bruit n est prise en compte dans un
autre sens : en effet, le bruit n’agit pas sur les sorties de la méme maniére que pour la
régression (puisqu’il s’agit ici de classes), mais plutot dans les entrées. L’hypothése
d’un petit bruit additif a la sortie comme en (2.2) n’est plus valable, car la somme
F(EM) +77* doit étre +1 ou —1, ce qui suppose des contraintes trés fortes sur i7*. Nous
allons considérer que les classes des exemples de £ ont été correctement attribués.

Nous allons illustrer cette formulation par un exemple issu du domaine médical,
celui du diagnostic du cancer du sein, qui est discuté en détail au Chapitre 6. Depuis
1988, I'Université du Wisconsin alimente une base avec des données médicales con-
cernant des prélévements cytologiques [106] (épaisseur, uniformité de la taille et de
la forme des cellules, etc.) avec leurs diagnostics : bénin ou malin. Chaque exemple
est décrit par N = 9 attributs codés avec des entiers qui prennent des valeurs entre
1 et 10. La base contient 699 exemples, dont 16 sont incomplets, car il leur manque
un attribut.

‘ Attributs ‘ Signification

& Epaisseur de ’échantillon
& Uniformité de la taille

& Uniformité de la forme

&y Adhésion marginale

& Taille cellule épithéliale
& Noyaux

& Chromatine terne

& Nucleoli normal

& Mitose

Tables 2.1: Les 9 attributs des données pour le diagnostic du cancer du sein (données
de I'Université du Wisconsin).

Ce probléme peut étre formalisé comme un probléme de classification par ap-
prentissage supervisé, avec P = 699 exemples &# = {&}',&5,--- &8y, p=1,---, P,
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2.3. Neurones a fonction d’activation linéaire et sphérique

dans un espace de dimension 9, dont la classe est 7 = —1 pour les cas bénins, 7 = +1
pour les cas malins (I’attribution de +1 pour chaque classe est arbitraire). Dans le
tableau 2.1 nous présentons les 9 attributs mesurés. Cet exemple sera d’ailleurs
utilisé comme probléme étalon au Chapitre 6, ol nous considérons le probléme des
attributs manquants.

2.3 Neurones a fonction d’activation linéaire et sphé-

rique

Le neurone formel (ou perceptron) de McCulloch et Pitts [69] utilisé actuellement
dans la plupart des modéles connexionnistes, est un automate a deux états : actif
ou inactif, qu’on peut modéliser par une variable binaire codée ¢ = {—1,+1} ou par
s = {0,1}. Evidemment les deux conventions sont équivalentes, le passage de 'une
a l'autre pouvant se faire par le changement de variables :

(=2s—1 (2.4)

Dans ce qui suit, nous adopterons la premiére convention, et nous appellerons
tout simplement ¢ 1’état de sortie du neurone. Cet état dépend de ’ensemble des
N signaux d’entrée 5, comme on le montre dans la figure 2.2. Chaque lien entre
un signal d’entrée i et le neurone représente un poids ou efficacité synaptique, qui
est caractérisé par un nombre réel w;, appelé parfois couplage. Ces poids peuvent

prendre des valeurs positives ou négatives.

Le neurone formel est donc constitué des éléments suivants (figure 2.2) :

e 1. Les entrées (§; i =1,---,N) provenant de N sources externes.
e 2. Les connexions ou poids w;,7 =1,---, N, et le seuil 6

e 3. La sortie (, qui est fonction des entrées et des poids.

Suivant la facon de calculer la sortie, nous allons considérer deux sortes de neu-

rones : linéaires et sphériques.
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Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones

( Sortie

Entrées

Figure 2.2: Le perceptron

2.3.1 Neurones linéaires

Le neurone linéaire calcule un champ ou potentiel défini comme la somme des signaux

d’entrée 5 pondérés par les poids correspondants :

N
i=1

Si ce champ est plus grand qu’un certain seuil 6, le neurone est actif. La sortie
¢ du neurone en fonction de son potentiel est :

(=1 (f_vjwi&—e) =/ (7€) (2.6)

f est appelé fonction d’activation ou fonction de transition du neurone. Pour simpli-
fier la notation, la quantité —@ peut étre introduite dans la somme en la considérant
comme un poids supplémentaire wg = —f provenant d’une entrée constante, &g = 1,
et s’appelle biais :

¢=1rf <Z wz’fi) (2.7)
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2.3. Neurones a fonction d’activation linéaire et sphérique

En ce qui suit, nous allons garder la notation - 5 pour le produit scalaire quand
on considére le poids wy.

Différents choix de fonctions d’activation sont possibles. Les neurones binaires
ont des fonctions d’activation discontinues. Suivant que les états sont codés {0,1}
ou {—1,+1}, on a la fonction échelon, appelée aussi fonction de Heaviside O(x) :

1 siz>0
f(a) = () = { ;e 23)
autrement
ou la fonction signe :
1 ix>0
f(z) = signe(z) = { Tostes (2.9)
—1 autrement

Par contre, dans les cas ou les états des neurones sont continus, on utilise des
fonctions sigmoides. On appelle sigmoide toute fonction qui est croissante, continue
et bornée. Suivant le codage, on utilise soit la fonction logistique :

1
= 2.10
pour des états dans U'intervalle [0, 1], soit la tangente hyperbolique :
F(x) = tanh gz = SPU2) = exp(=0z) (2.11)

exp(fz) + exp(—Bx)

pour les neurones dont les états se trouvent dans [—1, 4+1]. Le paramétre (3 représente
un gain. En faisant varier 3, on peut obtenir différentes formes de sigmoides. A la
limite, si on fait § — oo, les différentes sigmoides (2.10) et (2.11) tendront vers les
fonctions (2.8) et (2.9) respectivement.

Il est possible d’interpréter ’équation de sortie du perceptron (2.7) en consi-
dérant, dans un espace de dimension N + 1, le vecteur { = {&,&1,&, -+ &N} et
le vecteur W = {wy, wy,wsy,---,wy}. Si leur produit scalaire est positif, alors le
point 5appartient a la classe 41, sinon il appartient a la classe —1. Alors on dit
que ’hyperplan défini par sa normale {w;,ws,--- ,wx} et sa distance a Porigine
0 = —w, fait une séparation linéaire des points gen deux classes, car un hyperplan
est une fonction linéaire dans I'espace des entrées.

Si tous les exemples d’un ensemble d’apprentissage peuvent étre séparés par un
hyperplan normal & @, alors on dit que le probléme est linéairement séparable (LS).

Si on utilise comme activation la fonction de Heaviside (2.8) ou la fonction signe
(2.9), le neurone est binaire car il n’a que deux sorties possibles. Intuitivement,
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Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones

I'utilisation de ce type de neurone est naturelle dans les problémes de classification.
La sortie du perceptron a une entrée 5“ de I'ensemble d’apprentissage est correcte si
le produit 7#(i7 - £) > 0. La quantité 7#(i5 - £*) peut étre aussi grande que Pon veut
par simple multiplication de « par une constante, ce qui ne modifie pas la qualité
de la solution trouvée. C’est pourquoi on est amené & définir la stabilité [56], aussi
appelée marge [102], de ’exemple p comme :

15-5“

4]

N
«W@:#Z:%ﬁzﬁ (2.12)
=0

@i

La valeur absolue de la stabilité |y#|, mesure la distance de I'exemple p a ’hyperplan
séparateur, qui est normale & . Le signe de v* est positif si I’exemple est bien classé,
négatif autrement.

Une grande stabilité positive assure une certaine robustesse ! de la réponse du
perceptron. La division par la norme de  évite que de grandes stabilités soient pro-
duites par un simple changement d’échelle des poids. Dans la suite nous adopterons

toujours la normalisation :

2 /N1 (2.13)

2.3.2 Neurones sphériques

Les neurones décrits précédemment effectuent une transformation par une fonction
f du champ (2.5) qui est le produit scalaire entre leur vecteur de poids synaptiques
W et le vecteur d’entrée : f(€, 7).

Il existe un autre type de neurones dont la fonction d’activation s’applique a la
distance entre ces deux vecteurs. Ces neurones sont généralement appelés neurones
fonction de base radiale. Leurs fonctions de transition, appelées "noyaux", sont des
fonctions continues de la forme f(||€ — 1]|) ou 7 est le centre de la fonction de base,
gle vecteur d’entrée et :

|Z]* =) Na? (2.14)
=1

!Un apprentissage robuste permet de donner une sortie correcte méme s’il y a des altérations des
poids mémorisés. La robustesse de la réponse du perceptron fera I’objet d’une de nos expériences
(Chapitre 4).
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2.3. Neurones a fonction d’activation linéaire et sphérique

La fonction noyau la plus couramment utilisée est le noyau gaussien :

€= ) = exp (€ - al?) .15

Mais on peut aussi bien utiliser une fonction échelon de la distance :

+1 o si [|€— | > 62

(2.16)
-1 autrement

F(IE = ll) = {

Certains auteurs ont proposé l'utilisation de neurones dont la fonction d’acti-
vation est une fonction sigmoide (continue) de la distance ||€ — ). Dans ce travail,
nous allons considérer des neurones binaires, dont la fonction d’activation est la
méme que pour les neurones linéaires, mais appliquée au carré de la distance 2. Ceci

revient & remplacer dans (2.5) le champ par le champ radial :

N

W= (6 - w)? = ||E - @ (2.17)

=1

Dans le cas de la fonction d’activation (2.16), ’état du neurone sera +1 si 'entrée
5 se trouve a l'extérieur de I’hypersphére de rayon  centrée en w, et —1 si 5
est a l'intérieur de I'hypersphére. Donc, ce type de neurones fait des séparations
sphériques. 1l est important de noter que le nombre de paramétres d’'un neurone
sphérique est le méme que celui d’un neurone linéaire : le centre de la sphére est

défini par les poids /, son rayon par le seuil #. D’autre part,

—

o= e =l = ) ) - 26 @
= & (=20) — |—l€])* — [|7])® (2.18)

Dans les cas oil les entrées sont binaires, ||€]|2 = N est constant. Dans ce cas, les
neurones sphériques sont équivalents a des neurones linéaires avec des poids —210 et
seuil 2 — N — ||@||>. Si les entrées sont & composantes réelles, I'équivalence n’est
plus vérifiée, et les neurones sphériques permettent d’élargir le domaine de fonctions
réalisables. L’intérét de leur introduction est qu’ils peuvent étre entrainés avec les
mémes algorithmes que les neurones linéaires, et étre utilisés dans les heuristiques

incrémentales, comme nous le montrerons au Chapitre 5.

2D’autres définitions sont possibles, comme nous le verrons au Chapitre 4.
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Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones

2.4 Les réseaux de neurones

Les perceptrons linéaires peuvent apprendre correctement seulement les problémes
dont les exemples d’entrée sont linéairement séparables. Les neurones sphériques
peuvent apprendre des séparations dont les exemples sont séparables par des hyper-
sphéres. Pour des taches de classification plus complexes, il faut utiliser des réseaux
comportant plusieurs unités interconnectées. Un réseau est défini par son architec-
ture : le nombre d’unités, le nombre de poids et la disposition des entrées et sorties.
L’architecture peut étre assez variée : les unités peuvent étre ou non complétement
connectées, disposées en couches et d’autres possibles combinaisons.

Il existe une architecture particuliérement utilisée : celle des réseaux sans rétroac-
tion 3. Dans cette architecture, les unités sont arrangées en couches successives avec
des connexions allant d’une couche & la suivante, comme dans la figure 2.3. Les
données sont traitées successivement par les couches cachées. La derniére couche
fournit la réponse et est appelée couche de sortie. Bien qu’une seule couche cachée
suffise pour réaliser n’importe quelle fonction des entrées [51, 21|, le nombre optimal
d’unités de la couche cachée reste inconnu.

Z Sortie

H Unités cachées

N Entrées El & ) Es g
N

Figure 2.3: Un perceptron multicouche & une seule couche cachée. Il est composé de
N entrées §;; 1 =1,---,N, de H unités cachées o ; j=1,---,H, des
poids w;; entre les entrées et les unités cachées, et des poids I¥; entre les
unités cachées et la sortie finale (. Les biais ne sont pas montrés.

Les réseaux de neurones ont été appliqués avec succes a ’apprentissage de taches
de classification et a I'approximation de fonctions & partir d’exemples. Cet appren-

3Nous traduisons ainsi le terme anglais feedforward.
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2.4. Les réseaux de neurones

tissage se fait suivant deux approches : soit on fixe ’architecture et on apprend les
poids, comme le fait la méthode trés populaire de Rétropropagation du Gradient * ;
soit on apprend de maniére constructive le nombre d’unités et les poids. Dans ce
mémoire nous utilisons ’approche constructive pour générer des réseaux de neurones
a une seule couche cachée.

Pour étre plus précis, dans le paragraphe suivant nous introduisons la notation

utilisée par la suite.

2.4.1 Réseaux de neurones i unités linéaires

Soit un réseau a H neurones cachés connectés aux N+1 entrées & ; i =0,--- ,N (N
entrées plus le biais £ = 1), et une unité de sortie. L’unité de sortie est connectée
aux unités cachées avec des poids W= {Wo, Wy, -+, Wg} ot Wy est le biais et H le
nombre d’unités cachées. Chaque unité cachée 1 < k < H est a son tour connectée
aux entrées avec des poids synaptiques Wy = {wko, Wk, - - - , WeN }, Wro étant le biais.
Si on utilise des unités cachées binaires, I’état & = {09, 01, -+ , 05} des neurones
cachés avec oyg = 1, est considéré comme la Représentation Interne (RI) de dimension
H associée par le réseau a l'exemple d’entrée 5 Etant donné une entrée 5 que le
réseau doit classer, I’état oy, du neurone caché k (1 < k < h) est donné par :

N
or = {3 wnits | = f (- €) (2.19)
1=0

La réponse du réseau (, est donnée par le perceptron de sortie :

¢=f zH:Wkak =f (- 5) (2.20)

k=0

ou f est la fonction d’activation du neurone.

2.4.2 Réseaux de neurones a unités sphériques

[’architecture d’'un réseau de neurones avec des unités d’activation sphérique est
appelée réseau a fonctions de base radiale ou réseau RBF. Un réseau sans rétroaction
de ce type comporte généralement une seule couche d’unités cachées dont la sortie
dépend, comme nous I'avons déja mentionné, de la distance de ’entrée a un centre.

L’unité de sortie est un perceptron linéaire binaire connecté aux unités cachées.

4Cet algorithme sera présenté au Chapitre 3.
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Pour une entrée 5, ’état o du neurone caché k (1 < k < h) est donné par :

o = F(I€ = T) (2.21)

ol wy est le centre de la fonction RBF correspondant au neurone k et f est la
fonction d’activation (2.15) ou (2.16). Dans ce mémoire nous utilisons la deuxiéme.
La réponse du réseau ¢, est donnée par (2.20).

2.5 FErreurs d’apprentissage et de généralisation

Comme nous ’avons vu, la caractéristique principale de ’apprentissage supervisé
est que l'on dispose d'un ensemble d’exemples des données, les entrées avec leurs
classes ou sorties désirées. Ces exemples constituent ’ensemble d’apprentissage £
qui sert a adapter I'architecture et les poids du réseau pour réaliser une fonction des
entrées. La valeur de cette fonction, la réponse ou sortie du réseau, est la classe que
le réseau attribue a ’entrée correspondante. En général, la réponse a certains exem-
ples ainsi qu’a des nouvelles données, peut étre incorrecte, ce qui pose le probléme
de la généralisation.

L’erreur d’apprentissage €; est la fraction d’exemples de ’ensemble d’appren-
tissage que l'éléve classe mal. Puisque les exemples sont tirés au hasard, suivant une
densité de probabilité 7?(5, T), £¢ est une variable aléatoire, et nous nous intéressons
a son espérance (g;). Formellement :

(e = / P(EF, ) e(r™, M) dErdrt (2.22)

ou e(7#, (") est la mesure d’erreur sur 'exemple p. En régression on pose générale-

ment, :

e(r", (") oc (T = ¢H)? (2.23)

Cette mesure est aussi correcte dans les problémes de classification, mais dans

ce dernier cas nous préférons la notation alternative :

e(th, ") = O(—1HCH) (2.24)

bien adaptée a notre codage binaire des classes en +1, ot © est donné par (2.8). En
effet, si la sortie du réseau est correcte, (*7* = +1, et e = 0, tandis que si (" # 7
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alors (#1tH = —1 et e = 1.

La quantité (¢) est indépendante de la réalisation particuliére des exemples :
elle ne dépend que de la taille réduite «, et permet de caractériser le réseau et
l’algorithme d’apprentissage en fonction uniquement de «, connaissant la distribu-
tion de probabilité P(&, 7).

Aprés I'apprentissage, il est important de mesurer la capacité du classifieur a
effectuer une classification correcte sur de nouvelles données d’entrée. I.’espérance
de l'erreur sur de nouvelles données est appelée erreur de généralisation. Elle est

définie par :

g = /7’(5, 7) e(r,¢) dédr (2.25)

ou e(7, ¢) est la mesure de I’erreur définie par (2.23) pour les problémes de régression
ou par (2.24) en cas de classification.

Le but de 'apprentissage consiste & minimiser I'erreur de généralisation (2.25),
mais la distribution de probabilité 73(5, 7) est inconnue, et on n’a que I'information
contenue dans I’ensemble d’apprentissage £*.

2.6 Capacité d’un réseau

Le paradigme professeur-éléve de I’apprentissage supervisé permet d’étudier un grand
nombre de questions. Dans le cas général, le professeur fournit a 1’éléve un nombre
limité d’exemples. Si ce nombre est suffisamment petit, ou si la complexité de I'éléeve
est suffisamment grande, il sera capable de les apprendre sans pour autant saisir la
structure du professeur. Chaque éléve a une capacité d’apprentissage par ceur, qu’il
convient de connaitre. Pour étudier cette capacité, on considére que le professeur
attribue a chaque exemple g" une classe 7# choisie au hasard. Si 'architecture de
I’éléve différe de celle du professeur, il est probable que si le nombre d’exemples
est suffisamment grand (c’est-a-dire supérieur a la capacité), I’éléve sera incapable
d’apprendre tous les exemples.

Plus précisément, la capacité d’un réseau de neurones est la plus grande quantité
d’exemples P, = a.N, que le réseau peut apprendre, pour laquelle () = 0. Or,
() dépend de D'architecture du réseau et de la distribution des exemples 7?(5, 7).
Etant donné une architecture et une distribution, il n’est pas certain que I'algorithme
d’apprentissage utilisé soit capable d’atteindre cette capacité. Nous distinguerons
la capacité du réseau o N de la capacité de I'algorithme d’apprentissage aN ;
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Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones

clairement, o < of

Deux situations peuvent se poser : si ’'on veut mémoriser les aN exemples (les
apprendre par ceeur) il faut un réseau avec aff > a. Par contre, si I'on veut extraire
'information des données pour ensuite généraliser, il faut avoir a > af. D’ou

I'importance de connaitre la capacité a® N des réseaux de neurones.

2.6.1 Le théoréme de Cover

La capacité d’un réseau peut étre calculée si I’on sait répondre a la question suivante :

Etant donné P points 5“ (u=1,--+,P) de RN, combien de dichotomies® de ces

P points sont réalisables par le réseau ¢

La réponse exacte a cette question est connue seulement pour le réseau le plus
simple possible, le perceptron linéaire. Cover [19] a calculé la capacité du perceptron,
en se servant d’arguments géométriques. Il a montré que le nombre de dichotomies
produites par des séparations linéaires de P points en position générale ¢ dans un
espace de dimension N est :

o= 12500 HPeN (2.26)

2P siP<N

Puisque le nombre total de dichotomies possibles de P points est 2F, la pro-
babilité de séparabilité linéaire Prg qu’'un perceptron a N entrées sépare P points
en position générale est :

M _ (%)Plié (PZI) siP>N

Pus(P.N) = =25

(2.27)
1 siP<N

Dans la figure 2.4 nous avons représenté la probabilité Prs(P, N) en fonction de
«a = P/N. A partir de cette figure, on peut voir que :

e Pour N fini :

5Une dichotomie est un étiquetage binaire particulier des P points.
6 P points sont en position générale en RN si :

(a) P > N : si et seulement si aucun sous-ensemble de N points ne se trouve sur un hyperplan.

(b) Si: P < N si aucun hyperplan ne contient les P points.

Si les exemples ont une distribution uniforme, on a une forte probabilité qu’ils soient en position
générale.
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1.2 T T T T T T T T T

0.8} i
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P (P.N)
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Figure 2.4: Capacité d’un perceptron linéaire (Cover).

— Sia <1 (P < N) alors Prs(P,N) =1 : un perceptron peut toujours
séparer les P points.

— Sia>1 (P> N) alors la Prg(P, N) décroit avec a.

La valeur de P = aN au dela de laquelle Prg(P, N) devient inférieure a 1 est
la dimension de Vapnik-Chervonenkis d,. , comme on le verra, dans la section

(2.6.3).
e Dans la limite ot N — oo et P — oo avec o« = P/N fini :

— Sia <2 (P<2N),alors: limy_,o Prs(P,N) =1
— Sia>2 (P >2N),alors : limy_,o Prs(P,N) =0

Dans la limite N — oo, la probabilité (2.27) présente une discontinuité a a, = 2.
La probabilité qu’un ensemble de moins de 2N points en position générale soit
linéairement séparable est 1, tandis que pour P > 2N elle s’annule. Ces prédictions
avec probabilité 1 décrivent ce que ’on appelle le cas typique. Bien que dans la
limite ot N — 0o on a une transition nette, la figure 2.4 montre que pour N grand
mais fini, Prs(P, N) ~ 1 bien au dela de oo = 1.

Malgré sa simplicité, 'approche de Cover est difficilement généralisable au calcul
de la capacité de réseaux plus complexes. Mitchison et Durbin [63], ont obtenu une
capacité de 'ordre de :
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.~ O(H log H) (2.28)

pour un réseaux a N entrées, avec une couche de H unités cachées.

2.6.2 L’approche de la mécanique statistique

L’approche théorique de 'apprentissage par la mécanique statistique a été deve-
loppée par Gardner [37| et Gardner et Derrida [41]. En particulier, ces auteurs ont
calculé la capacité typique d’un perceptron. Cette méthode est plus compliquée que
celle de Cover, mais elle peut étre généralisée a 1’étude de réseaux plus complexes
et a celle des algorithmes d’apprentissage.

Dans cette approche, on considére un réseau de neurones avec une architec-
ture donnée, caractérisé par ses poids, que nous noterons génériquement comme un
vecteur . Une réalisation particuliére des poids @ peut étre vue comme un point
dans 'espace de tous les poids possibles. Chaque vecteur  représente un réseau qui
attribue une sortie ( a chaque exemple 5 L’idée de base pour déterminer la capa-
cité d’'un réseau, consiste a calculer la fraction du volume dans ’espace des poids,
qui réalise la fonction désirée des entrées-sorties pour I’ensemble d’apprentissage,
moyennée sur la distribution des exemples. Intuitivement on s’attend a ce que cette
fraction de volume soit une fonction décroissante du nombre réduit d’exemples « :
si 'on a peu d’exemples, il y a beaucoup de vecteurs poids différents qui donnent la
sortie correcte aux exemples. Lorsque a augmente, cette fraction de volume décroit
et tend vers zéro. La valeur de a pour laquelle elle s’annule correspond a la capacité
typique du réseau : pour des « plus grands, seulement des points isolés (de vo-
lume nul) dans l'espace des poids correspondent & des réseaux capables d’apprendre
I’ensemble d’apprentissage. Ce raisonnement est trés proche de celui de Cover, mais
le calcul est trés différent, car il utilise des outils de la mécanique statistique des sys-
témes désordonnés. Nous décrivons qualitativement la formulation dans le cas d’un
perceptron simple. Etant donné un ensemble d’apprentissage £, on veut calculer
la fraction du volume de I’espace des poids qui satisfait les P inégalités suivantes :

w.gu

4]

‘aa >k>0; p=1,---,P (2.29)

Puisque ces inégalités ne dépendent pas de la norme des poids, on peut se limiter
a considérer des poids de norme donnée. Ceci correspond a limiter I'espace des poids
a une hypersphére de rayon donné. Il est habituel de prendre ||@|| = VN. Le fait
d’imposer une marge £ > 0 donne une certaine robustesse de la sortie du réseau par

rapport a de petites perturbations des entrées. Pour x = 0 on retrouve les inégalités
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2.6. Capacité d’un réseau

habituelles que doivent satisfaire les poids.

La quantité fondamentale du calcul de Gardner et Derrida, la fraction du volume
dans laquelle (2.29) est vérifiée, s’écrit :

f i (T1, O (N2 5 wigh = k) ) 6(5, w? = N)
[ dws (3, wi — N)

Ce volume d’espace dépend de I’ensemble d’apprentissage. Sa valeur typique s’obtient

V=

(2.30)

en moyennant son logarithme sur la distribution des exemples, ’P(g“,T“), puis
prenant ’exponentielle :

Wypique = e(log V) (231)

dans la limite N — oo, P — oo, = P/N avec « fini, qui s’appelle la limite
thermodynamique. C’est la méme limite que celle considérée par Cover. En [41] et
[49] le lecteur intéressé peut trouver tous les détails du calcul. Un des résultats les
plus importants est que dans la limite thermodynamique Viypigue = 0 pour a > a.(k),
avec :

00 -1

a.(k) = dat e V12t 4 k)? (2.32)

V2T

[’équation (2.32) donne la capacité pour « fixé. Si k = 0, on retrouve le résultat
de Cover, a,.(0) = 2.

Pour des réseaux plus complexes, on connait la capacité de réseaux a N entrées
avec une couche cachée & H unités, pour des cas particuliers [59]. Si le neurone
de sortie met en ceuvre la parité de la représentation interne, on a a?* ~ Hlog H
comme le résultat de Mitchison et Durbin (eq. 2.28). Si le neurone de sortie implé-
mente le vote des neurones cachés (comité de machines), la capacité est inférieure :

8v/2
Ao ~ —\éf_\/logH (2.33)
m

2.6.3 La dimension de Vapnik-Chervonenkis

La dimension de Vapnik-Chervonenkis d,. d'un classifieur [103, 100] est le plus grand
nombre d’exemples P tel que toutes les 2° dichotomies possibles sont réalisables par
le classifieur. La dimension de Vapnik-Chervonenkis des réseaux complexes est en
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général inconnue. Le calcul de Cover (2.27) montre que pour un perceptron a N
entrées, d,. =N, ce qui correspond & a,,. = 1. Sil’on introduit un biais, la dimension
de I'espace d’entrées est N + 1 et alors d,. = N + 1.

Pour un réseau de N entrées, a une seule couche cachée avec H unités et une

unité de sortie (voir figure 2.3), avec un nombre de poids N,, (biais inclus) égal a :

Ny=(N+1)H+ (H+1) (2.34)

Baum et Haussler |7] montrent que :

H
2|5 N < die < 2Ny logy(eH) (2.35)

ou e est la base des logarithmes naturels, et |x] est le plus grand entier inférieur
ax.

La différence entre la d,. et la capacité statistique P, = a.N étudiée par Cover
ou par ’approche de la mécanique statistique, est que la d,. n’est pas un concept
probabiliste. Si P < d,., on a la certitude que le réseau peut faire n'importe quelle
dichotomie des entrées. Si :

dye <P <P, (2.36)

la probabilité qu’une dichotomie soit réalisable tend vers 1 pour N — oco. Dans le

cas du perceptron, cette différence subtile se manifeste par le résultat étonnant que
dye = N, mais P. = 2N.

2.7 La généralisation

2.7.1 Ambiguité et séparation linéaire

La propriété de généralisation est en réalité la question la plus importante en ce qui
concerne l'apprentissage des machines. Elle n’est bien comprise que dans le cas du
perceptron simple.

Pour Cover [19], la classification d’un nouvel exemple £ & L est ambigud, s'il
existe deux hyperplans classant correctement ’ensemble £ |, mais qui attribuent
une classe différente a I'exemple E Cover montre que la probabilité A(P, N) que la
classification de I'exemple 5 soit, ambigué par rapport a une dichotomie donnée est :

C(P,N —2)

AN =er N

(2.37)
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Dans la limite N — oo la fonction (2.37) a un comportement (voir figure 2.5)
donné par :

1 si0<a<?2
A(P,N) = lim A(P,N) = (2.38)
N—o00,P=aN 1 sia>?2
a—1
L’ambiguité décroit de facon inversement proportionnelle au nombre d’exemples,
et ceci dés que le nombre d’exemples est supérieur a la capacité critique ...

14

08
A*(a)
0.6

0.4

0.2

Figure 2.5: Ambiguité et séparation linéaire (Cover).

2.7.2 Nombre d’exemples et généralisation

Le théoréme de convergence uniforme de Vapnik et Chervonenkis [103, 100] :

P {sup|5g(u7) —e(W)| > 5} — 0 quand P — oo (2.39)

permet de trouver une borne supérieure au nombre d’exemples nécessaires P,,;, pour
avoir une bonne généralisation .

Si 'erreur d’apprentissage () sur un ensemble d’apprentissage £ est petit, on
espére que l'erreur de généralisation e,(1w) soit (avec une précision arbitraire € > 0)

aussi petit que 1’on veut.

"sup dénote le supremum : le poids & sur 'espace des poids qui maximise I’écart entre g4 €t 4.
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Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones

En utilisant la définition de la dimension d,. et pour des valeurs de P finis,

I'inégalité suivante est vraie :

2eP\ *°
p {sup|5g(u7) — g (W)] > 5} < < ; ) exp(—£2P) (2.40)
ol e est la base des logarithmes naturels.
Avec une probabilité (1 — n), ot :
2P\ *°
n= <; ) exp(—&®P) (2.41)

inégalité (W) < (W) + ¢ est vraie pour tous les vecteurs @ de 'espace des poids.
Vapnik [101] a calculé la borne :

dy, 2P 1
eo(P,dye,m) = \/? <log O 1) — 5 1081 (2.42)

ol €y est une intervalle de confiance pour le cas le pire ol £, = %, et € = g9 ; mais
elle est inutilisable pour €, petits. Pour le cas intéressant ou £, est petit, une borne
plus utile dérivée de (2.40) a été calculée [101] :

p §sup
w

£q(W) — &1()

—

£4(10)

d’ou :
£4(W) < e4(W) + &4 (2.44)

oll £1 est un nouvel intervalle de confiance tel que :

£y = 222 (1 41+ 5t(“7)> (2.45)

p)
€0

qui dépend de 'erreur d’apprentissage (). Si g, = 0, on a g, = 4e?.

Pour résumer, on aura donc, les bornes suivantes :
e Pourdes e, > 1/2: g,(0) < &(W) + &

e, (W) + 42 sig (W) = 0
e Pour des ¢, petits : g,(0) < ¢(10) 0 1 (W)
et(W) + 1 en général.
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Figure 2.6: Exposant de 1’équation (2.46) pour les valeurs de ¢ = (0.5,0.3,0.2,
0.1,0.05) en fonction de a.

En utilisant les bornes (2.43), il est possible de calculer le nombre d’exemples
nécessaires dans le cas le pire P,,;, pour obtenir une erreur de généralisation donnée,
avec un perceptron simple. Si d,. = N et ¢ est fixé, alors par (2.43) :

2aN
p{sup >5} < (Qea)Nexp (—8Z >

ey (i) — =1 (i)

g¢(0)
2
= exp [log(Qea) — %] N (2.46)
Cette probabilité devient petite seulement si I'exposant log(2ea) — Q?TO‘ est négatif,

c’est-a-dire, pour des valeurs de « suffisamment grandes. Dans la figure 2.6 on
voit que méme pour des valeurs modérées de €, le nombre d’exemples nécessaires
(P = aN) devient trop grand.

En particulier, dans le cas d’un perceptron, on montre que si P et N sont grands,
et e, = 0, alors P,,;, > 8Nlog N/e? (Hertz et al. [49]). Si € est petit, le nombre
d’exemples nécessaires pour avoir €, < € peut étre tres grand.

Dans le cas de réseaux a une couche cachée avec N, poids, si ¢ est défini par
e = £/2, Baum et Haussler [7] montrent que le nombre minimum d’exemples P,
nécessaires pour obtenir une erreur de généralisation £, < ¢, est de 'ordre de :
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Ny H
Pin ~ — log — (2.47)
5 5

Dans la figure 2.7 nous montrons une comparaison des estimations de P,;,,
ainsi que les bornes a d,. fournies par (2.35) : il est facile de voir que le nombre
d’exemples nécessaire pour que £, < £, + ¢ est trés supérieur a d,. , méme pour
des valeurs de ¢ grandes. Cependant en pratique, il arrive souvent qu’on obtienne
une faible erreur de généralisation bien que le nombre d’exemples disponibles soit
inférieur a la borne (2.47).

T T T T T T T T T ]
L /./. 4
10'F . \ E
; e £=0.001 3
- | 4
e
/l -« ——°
J—
10°F /l /./o \ <
o
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10°F / . i
P ; / T d, SuP £=0.1
min :. A/A/ \ ______________________
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S e
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10°F 3
oL H= 2,5,10,15,20,30,40,50, 75,100 |
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N

Figure 2.7: Nombre d’exemples nécessaires P, (2.47) pour que ¢, < &, + &, pour
un réseau avec N = 50 entrées a une seule couche cachée de H unités et
une unité de sortie. Nombre de poids N,, donné par (2.34), en fonction
de H. En traits pointillés, bornes de d,,. définies par (2.35).

2.7.3 Le sur-apprentissage

Dans les problémes de régression, on fait souvent ’analogie avec la régression poly-
nomiale : un réseau de neurones qui dispose de trés peu de paramétres (qui est
peu complexe) n’a pas assez de flexibilité pour apprendre les données correctement.
C’est une situation qu’on appelle le sous-apprentissage. Par contre, un réseau avec
trop de paramétres dispose de trop de flexibilité (trop degrés de liberté) et les utilise
pour apprendre toutes les particularités des données, c’est ce qu’on appelle le sur-
apprentissage, apprentissage par coeur ou owerfitting. Empiriquement, cette situa-

tion pourrait étre évitée en cherchant le minimum de I’erreur de généralisation sur un
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ensemble de validation (indépendant de I’ensemble d’apprentissage) et en arrétant
"apprentissage avant la convergence du réseau (early stopping). Ainsi, on espére que
les poids qui minimisent I’erreur sur ’ensemble de validation, généralisent mieux.

Le sur-apprentissage est en rapport avec le dilemme du biais/variance [40]. Mais
ce dilemme doit étre considéré difféeremment en problémes de régression et en prob-
lémes de classification : en effet, une décomposition additive de I’erreur n’est possible
que pour la régression [34] ; car en problémes de classification la situation n’est pas
la méme parce que la mesure d’erreur n’est plus une fonction continue mais discréte
puisqu’il s’agit de classes.

Dans I’Annexe D nous présentons une décomposition en biais et variance pour
des problémes de régression et une autre, proposée par Friedman [34] pour la clas-
sification. Dans ce dernier cas, le sur-apprentissage peut étre un probléme pour
des réseaux qui considérent la classification comme un probléme d’approximation de
fonctions, notamment dans des réseaux qui minimisent un cott (voir Chapitre 3).

Dans les problémes de classification, nous avons trouvé expérimentalement qu’un
réseau qui apprend tout I'ensemble d’apprentissage jusqu’a obtenir zéro fautes peut
obtenir de faibles erreurs de généralisation, sans besoin de validation croisée (voir
Chapitre 6).

2.8 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le paradigme du professeur-éléve de I’appren-
tissage supervisé, qui est utile pour étudier des problémes de régression et de classi-
fication. Nous avons introduit les perceptrons linéaires et ceux sphériques, ainsi que
la notation adoptée pour les réseaux de neurones.

Des questions sur I’apprentissage et la généralisation ont été abordées du point de
vue théorique, en utilisant les approches probabilistes de Cover et de la mécanique
statistique, et celle de Vapnik-Chervonenkis. Ainsi, nous avons montré qui’il existe
un important décalage entre les prédictions théoriques et les performances des algo-
rithmes. Par exemple, bien qu’un réseau de neurones avec une seule couche cachée
puisse approcher toute fonction des entrées, le nombre d’unités cachées est inconnu :
les bornes fournies par la dimension de Vapnik-Chervonenkis sont excessives, donc
inutilisables pour les applications. Hormis le cas du perceptron, la compréhension
du probléme de la généralisation est encore insuffisante. Nous sommes donc réduits
a comparer les algorithmes d’apprentissage sur des problémes étalon.
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Chapitre

Algorithmes d’apprentissage

3.1 Introduction

L’apprentissage avec des réseaux de neurones multicouches se fait principalement
suivant deux approches. La Rétropropagation du Gradient (RPG) détermine les
poids par minimisation d’un coiit. Cet algorithme nécessite 'introduction a priori
de I'architecture du réseau, qui peut étre élaguée apres ou pendant ’apprentissage.

Avec une approche constructive on apprend en méme temps le nombre d’unités
et les poids, commengant généralement avec une seule unité. L’introduction succes-
sive de nouvelles unités produit une application des entrées sur des représentations
internes qui doit étre fidéle : des exemples de classes différentes doivent avoir des
représentations internes différentes.

Bien que la classification de données soit intrinséquement une tache discréte, elle
peut étre envisagée comme un probléme d’approzimation de fonctions, en attribuant
des valeurs réelles aux classes a apprendre. Cette approche est utilisée par la Rétro-
propagation du Gradient, qui minimise ’erreur quadratique d’apprentissage a la
sortie. La fonction d’approximation doit étre hautement non-linéaire, car elle doit
avoir une valeur constante dans le domaine de chaque classe, et présenter une grande
variation aux frontiéres entre classes. Par exemple, dans la tache de classification
binaire du diagnostic du cancer du sein (déja présentée), la fonction d’approximation
doit étre constante et positive dans les régions ou domaines de I’espace des entrées
correspondant & la classe 1, constante et négative pour ceux de la classe —1. Avec
I’algorithme de Rétropropagation du Gradient, on cherche des poids qui approchent
cette fonction partout, et en particulier & l'intérieur des domaines, au lieu de se
concentrer sur le probléme pertinent de déterminer les frontiéres entre eux.

Avec la RPG, le nombre des paramétres requis pour apprendre la tache n’est pas
connu a priori. L’apprentissage avec un grand nombre de poids permet, au moins

en principe, d’approximer une grande variété de fonctions parmi lesquelles on espére
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se trouve la vraie solution. Mais il est difficile de minimiser une fonction de cott
dans un espace de grande dimension, car le risque de tomber dans des minimums
locaux, augmente avec la dimension. Dans la pratique, ’architecture est déterminée

par essai et erreur, en faisant varier le nombre de neurones et de poids.

Une approche alternative est fournie par les algorithmes a croissance ou construc-
tifs, dans lesquels les unités cachées sont successivement ajoutées au réseau. Outre
le fait que cela permet la détermination automatique de I'architecture du classifieur,
batir un réseau de neurones par un algorithme de croissance permet 'utilisation
de neurones binaires. Ce fait a deux avantages principales : d’une partie, les unités
cachées binaires déterminent les limites ou frontiéres (ou morceaux de frontiéres) des
régions dans l'espace des entrées qui contiennent des exemples de la méme classe;
et d’un autre coté, ce type d'unités permet 'extraction de régles. En plus de cela,
les unités binaires sont bien adaptés pour leur implantation matérielle a4 ’aide des

circuits intégrés digitaux.

Dans ce chapitre nous présentons d’abord 'algorithme de la Rétropropagation
du Gradient et quelques méthodes utilisées pour réduire la complexité du réseau.

Ensuite nous passons en revue plusieurs algorithmes constructifs.

3.2 Meéthodes a simplification

3.2.1 La Rétropropagation du Gradient

L’algorithme de Rétropropagation du Gradient a été développé par plusieurs auteurs
[105, 61, 83]. C’est une technique trés populaire dans les applications des réseaux de
neurones. Etant donnée une mesure d’erreur aussi appelée codt E(w), algorithme
donne une maniére de trouver un ensemble des poids @ d’un réseau sans rétroaction
par une descente de gradient dans l’espace des poids sur la surface définie par la
fonction de coiit.

Soient un réseau de neurones (figure 2.3) avec N entrées, une couche cachée avec
H unités et un ensemble £ de P exemples. Etant donné un exemple p, le champ
sur I'unité cachée j est (toutes les sommes vont sur ¢ = 0,--- N, j =0,--- , H,
p=1,---,P.):

=3 et (3.1)

La sortie af de cette unité est :
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of = f(h) = f (Z wji@”) (3.2)

Le champ sur 'unité de sortie ( est :

SR ST oy 3
J J i
et la sortie (* du réseau est :

e R

Soit w 'ensemble de tous les poids du réseau. La fonction de coit :

B() = 5 37 (¢ (5.5

s’écrit :

E() =

DN =

spoom(sd)]

Si f est dérivable, ’équation (3.6) est aussi dérivable par rapport aux poids. Une

=

descente en gradient donne, pour les poids W :

OF ,
W, = —ea = GZ(T” — ") f(h) o
J I
OF
= 63W] 2625“(7; (3.7)

ou 8 = f'(h*)(TH — CH).

Pour les connexions w;; de 'entrée vers la couche cachée, on a :
oF
awji

= (= YW (e

(S’U)ji = —€

I
=€) Wf(h)E!

nw
= ) ol (3.8)
nw
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ou 85 = f'(hY)W;s*.

L’équation (3.8) détermine les dw;; pour I'unité cachée o, en termes de I'erreur
a la sortie ( : la modification des poids des neurones cachées nécessite 'information
d’erreurs rétropropagées, d’oti le nom de la méthode. La généralisation a des réseaux
a plusieurs couches n’est guére plus compliquée, et le lecteur intéressé peut la trouver
en [49].

Bien qu’on ait écrit les équations des modifications des poids (3.7) et (3.8) comme
des sommes sur les P exemples (méthode connue sous le nom de gradient total), on
pourrait faire la modification des poids aprés la présentation de chaque exemple :
soit de maniére séquentielle, soit aléatoire (gradient stochastique). Le choix des
méthodes (gradient total, séquentiel ou stochastique) dépend de chaque probléme
particulier, toutefois la derniére approche est utile dans des cas ot on a des exemples
redondants [49].

Malgré ses succes [89, 60, 77|, la méthode de rétropropagation du gradient décrite
présente l'inconvénient majeur du choix de I'architecture : il n’existe pas de critére

pour commencer avec une architecture plutdot qu’avec une autre.

3.2.2 Meéthodes d’élagage

L’apprentissage par la méthode RPG donne lieu & des réseaux qui éventuellement
peuvent étre élagués, soit pendant apprentissage (méthodes de régularisation) soit
aprés 'apprentissage. Ces méthodes permettent de réduire la complexité du réseau,
avec ’espoir d’améliorer la capacité de généralisation.

Elagage pendant 1’apprentissage

Les techniques de régularisation |76, 8] permettent d’obtenir des réseaux moins com-
plexes en ajoutant un terme de pénalité a la fonction de cotit. L’idée consiste a équili-
brer la fonction cott (3.5) avec un autre terme C'(@) qui représente une mesure de

la complexité du réseau. Le nouveau coiit est :

E(#) = E(%) + \C(w) (3.9)

ol A est un coefficient de compromis entre 'importance attribuée au terme de
complexité C' par rapport a la mesure de 'erreur £. E et C sont donc des ter-
mes antagonistes pendant le processus d’apprentissage. Plusieurs termes de com-
plexité ont été proposés [76, 52|. Parmi eux on trouve Weigth decay, qui est 'une
des méthodes les plus simples de régularisation, qui introduit des pénalités de la
forme C(@) = £ 3, |w;| ou C(w) = 3>, w? (Vindice i parcourt tous les poids du
réseau, biais inclus). L’un des problémes avec cette méthode, est qu’elle favorise le
développement de plusieurs petits poids.
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Dans la méthode d’élimination des poids (weigth elimination) [107] le terme de
complexité est de la forme C(@) = Y, |lw;]|?/(w? + [Jw;]|?), ot W est un facteur
de normalisation. En pratique, les poids peuvent ne pas étre nuls, et on les élim-
ine en choisissant ceux au-dessus d’un petit seuil. Le paramétre v doit étre choisi
empiriquement.

D’autres termes ont été proposés [52, 8|, mais dans tous les cas le paramétre A,
auquel la méthode de RPG semble étre assez sensible, est difficile a régler.

Elagage post-apprentissage

D’autres méthodes simplifient les réseaux suivant la sensibilité de 'erreur a la sup-
pression de poids ou neurones. Ils réalisent ainsi un élagage post-apprentissage. On
commence, donc, avec un réseau surdimensionné et on le simplifie en suivant des
critéres de sélection des poids a éliminer. Ces critéres deviennent plus simples a éla-
borer car I'élagage intervient lorsque 1’algorithme d’apprentissage a convergé selon

un critére choisi, et on utilise cet état comme une référence.

e Suppression des poids. L’un des critéres les plus intuitifs pour mesurer I'impor-
tance d'un poids est sa valeur absolue : les poids proches de zéro peuvent
généralement étre supprimés sans que ceci ait une influence sur le comporte-
ment du réseau. En pratique on arrive a obtenir ainsi des résultats comparables
a ceux d’autres méthodes d’élagage post-apprentissage [23].

e Optimal Brain Damage (OBD). Proposée par Le Cun et al. [62] cette méthode
est fondée sur le calcul d'un terme de sensibilité correspondant & la variation
moyenne de la fonction de cotit entrainée par la suppression de chaque poids.
On peut supprimer les poids pour lesquels la sensibilité est inférieure a un
seuil. Aprés I’élagage, le réseau n’est plus optimal, méme s’il reste trés proche
d’un optimum, et il faut refaire quelques itérations d’apprentissage.

e Optimal Brain Surgeon (OBS). Proposée par Hassibi et Stork [50], ceci est
une extension améliorée de la méthode antérieure. L’algorithme calcule par
une minimisation sous contrainte, les poids a supprimer et la mise a jour des
paramétres restants. Elle est fondée sur le développement de Taylor mais ne
suppose pas que la matrice Hessienne soit diagonale.

e Statistical Stepwise Method (SSM). Cet algorithme (Cottrell et al. [17]) permet
d’éliminer les poids statistiquement non significatifs, seulement si le résultat
du réseau est meilleur qu'un précédent, selon un critére empirique de qualité
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BIC''. On mesure le BIC & chaque pas, et on arréte I'élagage quand ce critére

est minimum (qui peut étre un minimum local).

Une difficulté des méthodes OBD et OBS est la détermination du seuil de sensi-
bilité. De plus, les deux méthodes sont fondées sur un développement de Taylor au
second ordre de la fonction de cott, qui n’est valide que pour des variations faibles
des poids, c’est-a-dire, pour les suppressions de poids proches de zéro. Jutten et
Fambon [52| et Hérault et Jutten [48] montrent que si 'on est dans un minimum
local, les méthodes OBD, OBS et SSM peuvent sélectionner les mémes poids.

3.3 Algorithmes constructifs

Les heuristiques constructives pour la classification peuvent étre groupées en deux
classes, suivant qu’elles utilisent des unités cachées faisant des séparations linéaires,
désormais appelées unités linéaires, ou des unités cachées a fonction de base radiale
RBF (unités sphériques, décrites au Chapitre 2). Dans les deux cas la fonction
d’activation est une fonction sigmoide (voir Chapitre 2). Des algorithmes construc-
tifs ont été proposés pour traiter des problémes d’approximation de fonctions [18].

Nous décrivons dans la suite quelques algorithmes dont les résultats seront com-
parés aux notres au Chapitre 6.

3.3.1 Heuristiques avec unités linéaires
Algorithme Tiling

Cet algorithme, proposé par Mézard et Nadal [68|, permet de construire des réseaux
couche par couche. On commence avec un perceptron simple, qui apprend I’ensemble
LY en utilisant ’algorithme Pocket 2, par exemple. Si une solution sans erreurs
est trouvée ’algorithme s’arréte. Dans le cas contraire, on gele les poids du neu-
rone, qui devient l'unité maitresse, laquelle produit un certain nombre d’erreurs
d’apprentissage e; sur L% On rajoute des unités auziliaires qui, avec 'unité maitresse
constituent la premiére couche cachée. Ces unités doivent apprendre des cibles pour
remplir la condition de fidélité suivante : deux exemples de classes différentes doivent

avoir des représentations internes différentes.

'Le critére d’information B d’Akaike BIC peut s’écrire :

2
v log P

BIC =log | =+ Ny—— 3.10

o) + 3% (3.10)

ot v? est la variance de l'erreur résiduelle, P le nombre d’exemples et N,, le nombre de poids. Le

premier terme mesure la qualité de ’approximation des données, le second est un terme qui met

en évidence le lien entre le nombre de poids et le nombre d’exemples [53].
2L’algorithme du perceptron et I’algorithme Pocket seront présentés au Chapitre 4.
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La couche suivante est batie en utilisant la méme stratégie : maintenant la
premiére couche cachée joue le role de couche d’entrée. On construit I'unité maitresse
de la deuxiéme couche, laquelle produit un nombre d’erreurs e,, puis on compléte
la couche avec des unités auxiliaires, et ainsi de suite. Le réseau va croitre jusqu’a
ce que, pour l'unité maitresse d’une couche cachée L, le nombre d’erreurs s’annule,
er, = 0, et cette unité sera donc, I'unité de sortie finale.

La convergence de la procédure est prouvée en [68|, car on montre que :

e Une couche cachée k ayant été construite, on peut toujours trouver une unité
maitresse pour la couche k 4+ 1 qui fait un nombre d’erreurs strictement plus
petit que I'unité maitresse de la couche précédente : e < e.

e [l est toujours possible de rajouter suffisamment de neurones pour obtenir des
représentations internes fidéles.

Plusieurs résultats en [68, 31] montrent que I’algorithme est trés "gourmand" en
ressources (nombre d’unités et de couches cachées).

Algorithme Sequential Learning

Dans 'algorithme Sequential Learning, de Marchand et al. [65], la premiére unité est
entrainée pour séparer I’ensemble d’apprentissage en gardant un sous-espace "pur",
i.e. un sous-espace qui contient des exemples d’une seule classe. Les exemples mal
classés, s’il y en a, doivent se trouver dans ’autre sous-espace.

Chaque neurone rajouté est entrainé pour séparer les exemples qui sont mal
classés, toujours avec cette contrainte, i.e. en gardant toujours un sous-espace "pur",
libre d’erreurs. L’algorithme est difficile & mettre en ceuvre pratiquement, car il n’est
pas facile d’imposer la contrainte de pureté durant 'apprentissage.

Algorithme Cascade-Correlation

Un des algorithmes constructifs les plus connus est Cascade-Correlation, créé par
Fahlman et Lebiére [29]. Dans cette méthode, chaque unité cachée ajoutée est
choisie parmi une collection de plusieurs unités a activation continue, entrainées
pour apprendre la corrélation entre les sorties et les erreurs d’apprentissage. L’unité
qui maximise cette corrélation est alors connectée aux entrées et a toutes les autres
unités cachées déja connectées au réseau. Falhman et al. utilisent 1’algorithme
quickprop [28] pour entrainer chaque neurone.

On peut remarquer que ’architecture du réseau est en cascade : chaque unité

est connectée aux entrées, mais aussi aux unités cachées déja existantes.
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Algorithme Upstart

Cet algorithme a été développé par Frean [31]. On considére un perceptron qui a
été entrainé sur un ensemble d’apprentissage. Ce perceptron peut commettre des
erreurs du type:

e WON (wrongly-on) : L’unité répond ¢ = +1 alors que la classe est 7 = —1.
e WOFF (wrongly-off) : L’unité répond ¢ = —1 alors que la classe est 7 = +1.

Des unités filles X et Y sont rajoutées afin de corriger respectivement ce type
d’erreurs. Les ensembles d’apprentissage de ces unités sont déterminés de facon a
ce que I'unité X (respectivement Y') soit active pour les exemples correspondants
a une erreur du type WON (respectivement WOFF) et pas pour les autres. Les
unités filles sont ensuite connectées a I'unité mére. Si les unités filles n’arrivent pas
a corriger toutes les erreurs, alors elles peuvent a leur tour engendrer d’autres unités

filles en suivant le méme procédé.

Algorithme Offset

Cet algorithme, créé par Martinez et Estéve [64] réalise I'apprentissage d’une ma-
chine a parité c’est-a-dire, telle que 'unité de sortie implémente la parité de ses
entrées [9]. Chaque unité cachée ajoutée est entrainée a corriger les erreurs de la
derniére unité cachée, une procédure qui engendre une machine a parité : la classe
de '’exemple d’entrée est la parité des représentations internes apprises.

Une deuxiéme couche cachée (qui peut étre élaguée) est batie sans besoin d’appren-
tissage, en n’utilisant que des considérations géométriques, pour implanter la parité.
La convergence de ’algorithme a été demontrée dans les cas d’entrées binaires|64]
et réelles [44].

Autres algorithmes

Une stratégie alternative consiste a construire une architectures en arbre. Les Ar-
bres de décision, introduits par Breiman et al. [6] sont connus sous le nom de
méthode CART (Classification And Regression Trees). Ils partitionent hiérarchique-
ment ’espace des entrées par des dichotomies successives. Des critéres de découpage
(sous la forme de questions binaires sur I’ensemble de valeurs possibles des entrées)
permettent de faire cette partition. Plusieurs critéres de "pureté" des régions peu-
vent étre choisis pour arréter la croissance. La discrétisation des entrées peut s’avérer

indispensable pour mener a bien le découpage.

Des versions neuronales de ce type de classifieur ont été proposées par plusieurs
équipes (M. Golea et M. Marchand [43], par Frean [31], et par Mézard et Nadal [87])
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sous des formes légérement différentes. Le réseau consiste en un ensemble de percep-
trons fonctionellement organisés comme un arbre binaire. Dans cette architecture il
faut distinguer entre 1’organisation structurelle et le fonctionnement : chaque neu-
rone de ’arbre n’est connecté qu’a la couche d’entrée. Sa sortie n’est pas connectée
vers d’autres neurones, mais elle est utilisée pour décider comment parcourir I’arbre.
Chaque neurone de I’arbre introduit une dichotomie de 1’espace des entrées. Cha-
cun des sous espaces est traité séparément par des nceuds fils, qui éventuellement
produisent d’autres partitions. En plus des poids, les réseaux doivent stocker le
parcours de décision.

Les heuristiques proposées pour engendrer des arbres neuronaux différent par
’algorithme utilisé pour entrainer chaque nceud, et/ou dans le critére d’arrét.

En particulier, Neural-Trees 87| peut étre vue comme une généralisation de
CART [6], dans lequel les hyperplans ne sont pas limités a étre perpendiculaires
aux axes de coordonnées. L’heuristique du MNTM (Modified Neural Tree Network)
[30] similaire & Neural-Trees, ajoute un critére d’arrét (early stopping) basé sur une
mesure de confiance de la partition. La méthode Stepwise de Knerr et al. [57] permet
de batir un réseau de neurones a deux couches cachées : la premiére sert a faire une
séparation en chaque classe en isolant les exemples mal classés. Ceci permet de
traiter des sous-ensembles d’exemples de plus en plus petits pour l'apprentissage
des neurones successifs. Quand on a réussi & bien séparer tous les exemples, on
ajoute une deuxiéme couche qui réalise une fonction booléenne (neurones de sortie

type ET) avec des poids binaires (W = +1), sans besoin d’apprentissage.

3.3.2 Heuristiques avec unités sphériques

Les classifieurs & neurones binaires sphériques ont été introduits par Cooper [80].
Ils sont basés sur le stockage d’exemples représentatifs ou prototypes auxquels on
associe un rayon d’influence du point. L’intérieur de I'hypersphére représente un
domaine de décision associé a la classe du prototype qui est au centre.

Algorithme Restricted Coulomb Energy (RCE)

Développé par Reilly et al. [80], cet algorithme propose I’heuristique suivante : si
un exemple est a 'extérieur de toutes les hypersphéres existantes, il ne peut pas étre
classé. On rajoute alors un neurone dont il est le centre (prototype), de rayon p.
Par contre, si I’exemple se trouve dans les domaines de décision d'unités déja exis-
tantes, on réduit le rayon des unités qui codent pour des classes différentes de celle de
’exemple. Eventuellement une nouvelle unité doit étre rajoutée. L’apprentissage se
fait en présentant I’ensemble £* itérativement jusqu’a ce que la procédure n’entraine

aucune modification: ni création d’unités ni réduction des rayons d’influence. Cer-
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tains problémes qui peuvent se présenter sont l'apprentissage par coeur et le bon

choix du rayon initial, souvent choisi empiriquement.

Algorithme Grow and Learn

Bien que l'algorithme Grow and Learn (GAL) [1] n’utilise pas des perceptrons
sphériques, il est assez proche de RCE, tant par l’architecture que par la procé-
dure d’apprentissage.

La différence avec RCE, réside dans une structure Winner-Take-All (WTA) ou
le gagnant-prend-tout, qui remplace les rayons d’influence. Le WTA recoit les sorties
des unités cachées et calcule un vecteur de sortie qui vaut 1 pour la composante ¢
telle que o; est minimale, et -1 pour toutes les autres. Si on utilise comme critére
d’activation la distance euclidienne entre le poids et I’exemple, ’ensemble de ces
régions réalise une partition de I’espace selon un pavage de Voronoi [49].

Avec les algorithmes RCFE et GAL, le nombre de prototypes créés c’est-a-dire
la complexité du réseau dépend de [’ordre de présentation des exemples a appren-
dre. Pour remédier a cela, Alpaydin [1] propose une amélioration appelée phase
de sommeil, qui n’est autre chose qu'une phase d’élagage : on cherche a garder
seulement les unités dont le domaine de décision contient des exemples proches des
frontiéres entre classes, en éliminant les neurones qui sont a I'intérieur d’une région
d’influence d’une autre unité de la méme classe. Les phases de sommeil et d’éveil
(apprentissage) rendent le nombre final d’unités aussi indépendant que possible de
Iordre d’exemples présentés.

Autres algorithmes

Les algorithmes Glocal [23] et Growing cells [33] proposent de couvrir I’espace des
entrées avec des hypersphéres de taille variable contenant des exemples de la méme
classe. Glocal a I'idée intéressante de faire une premiére séparation avec un percep-
tron linéaire, et ensuite de corriger les exemples mal classés avec des hypersphéres.
Il en résulte un réseau hybride a unités linéaires et sphériques. Ces approches ter-

minent souvent avec un grand nombre d’unités cachées.

La méthode Covering Regions by the Linear Programmation Method 71| est une
procédure d’essai et erreur dans le but de choisir le type de neurone (appelé masque
par les auteurs) le plus efficace parmi hyperplans, hyperspheéres et hyperellipsoides.

Les paramétres des neurones sont déterminés par programmation linéaire.
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3.4 Conclusion

La méthode de Rétropropagation du Gradient traite un probléme de classification
comme un probléme d’approximation de fonctions, en minimisant un cott. Cepen-
dant, il est difficile de minimiser une fonction de coit dans un espace de grande
dimension sans tomber dans des minimums locaux. En outre, ’architecture est
déterminée par essai et erreur, ce qui est dépendant de l'expertise de I'utilisateur.
Les variations de la RPG par élagage pendant I'apprentissage, permettent de finir
avec un réseau moins complexe, mais elles sont dépendantes de paramétres de régu-
larisation difficiles & trouver. D’un autre coté, les critéres des méthodes de simplifi-
cation aprés ’apprentissage sont difficiles a implanter.

Nous avons montré I’état de ’art des heuristiques constructives pour la classifi-
cation. Elles réduisent ’apprentissage a celui des unités individuelles. Ces heuris-
tiques différent dans les cibles & apprendre mais aussi dans les types de neurones
utilisés (linéaires, sphériques, continus, binaires). La complexité de la machine est
déterminée par ’algorithme d’apprentissage. Le point commun essentiel de ces al-
gorithmes est 'apprentissage individuel des unités.
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Chapitre

L’algorithme d’apprentissage Minimerror

4.1 Introduction

DAns ce chapitre nous allons présenter I’algorithme Minimerror [45, 39| qui sert a
trouver des séparations linéaires, auquel nous avons ajouté un critére d’arrét efficace
et que nous appellerons désormais Minimerror-L, et 'algorithme Minimerror-S, que
nous avons développé pour la classification par des séparations hypersphériques.
Tous les deux sont des algorithmes d’apprentissage pour des perceptrons binaires.
Nous avons trouvé une standardisation adéquate des entrées (transparente a I'utilisa-
teur) qui évite d’adapter les paramétres de Minimerror-L /S pour chaque probléme
particulier. Quelques simulations numériques sur des problémes a entrées binaires
et réelles illustrent leurs performances.

Ces deux algorithmes sont utilisés pour I’apprentissage des perceptrons indivi-
duels dans les algorithmes constructifs décrits au Chapitre 5.

L’un des avantages des heuristiques constructives consiste a ramener le prob-
léme de 'apprentissage a celui de 'apprentissage par des perceptrons : chaque unité
rajoutée est traitée comme un perceptron simple, ce qui permet de faire un appren-
tissage plus rapide que dans les réseaux a architecture fixe.

Le premier algorithme d’apprentissage pour le perceptron linéaire a été proposé
par Rosenblatt [85]. La recherche des poids se fait comme suit : on initialise les poids
w avec des nombres aléatoires. Ensuite, pour tous les exemples = 1,--- , P dans
un ordre quelconque, si T”u?-g“ < 0 alors on modifie les poids suivant w; = w;+7+EH.
L’algorithme converge en un nombre fini de pas si ’ensemble £* est linéairement
séparable (voir par exemple [85, 70, 24, 49]). Par contre, si ’ensemble ne l'est pas,
il ne s’arréte jamais.

Une amélioration de ’algorithme du perceptron a été proposée par Gallant [35]
avec le Pocket Algorithm, qui permet d’obtenir une solution avec un nombre d’erreurs

aussi petit que possible. L’idée consiste a garder dans la poche la meilleure solution
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trouvée, w* qui fait un nombre d’erreurs e*. Pour cela on applique ’algorithme
standard du perceptron. A chaque instant ¢, les poids @(¢) produisent un certain
nombre d’erreurs e(t). Si e(t) < e*, alors on remplace les poids de la poche, w* «
w(t).

Au bout d’'un certain temps t,,,, on arréte l'algorithme en prenant comme so-
lution non pas @ (t) mais les poids wW* qui sont dans la poche. Si on considére
que le nombre d’exemples P est fini, alors en utilisant cet algorithme pendant un
temps suffisamment long, on peut espérer trouver les poids qui minimisent le nombre
d’erreurs avec une grande probabilité. La solution trouvée n’est pas garantie d’étre
optimale en termes de la distance des exemples a I'hyperplan séparateur, c’est-a-
dire, au sens de la stabilité (2.12). En raison de sa simplicité, cet algorithme est
souvent utilisé dans les méthodes constructives présentées au Chapitre 3.

4.2 Minimerror-L

Le but essentiel de ’apprentissage est de trouver des poids qui minimisent ’erreur
de généralisation 4. Cependant, en ne disposant que d'un ensemble d’apprentissage
L% fini, on minimise le nombre d’erreurs £; sur les exemples de cet ensemble, en
espérant que les poids trouvés minimisent aussi €,. Ceci peut se poser formellement

comme la minimisation de la fonction de coit suivante :

p
E(@) =)0 (—7"()) (4.1)
p=1
ou P est le nombre d’exemples, v# est la stabilité définie par (2.12) de 'exemple p,
et © est la fonction de Heaviside (équation 2.8). Cette fonction compte simplement
le nombre d’erreurs (ou sorties incorrectes) produits par les poids @. La difficulté
pour minimiser cette fonction est qu’elle n’est pas dérivable.

L’algorithme du perceptron [85] est capable de trouver une solution qui mi-
nimise (4.1) seulement si 'ensemble d’apprentissage est linéairement séparable, i.e.
si une solution existe. Il y a d’autres algorithmes qui permettent de trouver des
solutions optimales en termes de la stabilité [55, 86], et de la généralisation [14, 15] si
I’ensemble est linéairement séparable ; mais si ’ensemble d’apprentissage ne 1’est pas,
ils ne s’arrétent pas. Certains algorithmes [32, 36] détectent ’absence d’une solution
sans erreurs d’apprentissage, et permettent de trouver des poids raisonnables, mais
ils ne peuvent pas assurer que les poids minimisent le nombre d’erreurs.

Le but fondamental d’'un bon algorithme d’apprentissage consiste a trouver le
vecteur des poids w qui minimise ’erreur d’apprentissage, et qui maximise les sta-
bilités, pour avoir un apprentissage robuste. Pour cela il n’est pas suffisant de
minimiser le nombre d’erreurs (le nombre d’exemples dont les stabilités v < 0). Le
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Figure 4.1: La fonction de cott V(v ; ) = 1[1 — tanh (87/2)] et sa dérivée.

cout (4.1) compte de la méme fagon tous les exemples non appris, quelles que soient
leurs stabilités. Pour pouvoir extraire l'information des exemples pertinents, qui

constituent les frontiéres entre classes, il faut modifier la fonction de coiit.

L’algorithme Minimerror-L [45, 39] minimise la fonction de cott suivante :
B ; 5) =3 V("; f) (4.2)

ou :

o (43)

représente la contribution d’un exemple avec stabilité v a la fonction de coit. V'

Viy; B) = %(1 — tanh

dépend d’un paramétre § (pour des raisons qui apparaitront plus loin, on introduit
T =1/, appelé température).

Dans la limite on 7'— 0 (3 — o0), on a :

0 siy>0
V(y; o0) = , (4.4)
1 siy<0
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Dans cette limite, la fonction F (@ ; 0o) (4.2) est égale au cotit (4.1) : elle compte
strictement le nombre d’erreurs commises sur ’ensemble d’apprentissage. Dans la
limite contraire, quand T'— oo (3 — 0) chaque exemple contribue au cott propor-
tionnellement a sa stabilité.

A température T finie, les exemples avec une grande stabilité positive v > 0 ont
V &~ 0 et ceux avec v < 0 ont V = 1. Donc, pour les exemples qui se trouvent loin
de ’hyperplan séparateur, E(w ; () compte le nombre de fautes ; mais les exemples
dont les stabilités se trouvent dans une fenétre de largeur ~ 27T des deux cotés de
’hyperplan séparateur (—2/3 < v < 2/[3), contribuent & la fonction de cotit pro-
portionnellement & 1 — $v/2 : méme les exemples bien appris contribuent au cott
(4.2). Gordon et Grempel [42] ont montré que si I’ensemble £* est non linéairement
séparable, si 3 est suffisamment grand (strictement dans la limite 3 — o) les poids
minimisent la fonction de cott (4.2) minimisant le nombre d’erreurs d’apprentissage.
Par contre, si I’ensemble d’apprentissage est linéairement séparable, il existe une
valeur optimale de 3, telle que les poids trouvés avec Minimerror-L généralisent avec
un erreur €, numériquement indiscernable de la valeur minimale, qui correspond au

perceptron Bayesien [81].

A température T finie, (4.2) est dérivable et 1’on peut chercher son minimum par
une descente en gradient, ce que I'on ne peut pas faire avec le cotit (4.1). Les poids

sont modifiés itérativement :

W(t+ 1) « W(t) + owi(t) (4.5)
oy OBE(W; B)
dui(t) = —57 (4.6)

[’équation (4.6) peut s’écrire comme d’autres algorithmes d’apprentissage du
type itératif Hebbien [81] :

oui(t) oc Yt (t)rHEr (4.7)

p=1

ot le coefficient ¢* dépend de I'algorithme !. Minimerror-L a comme coefficient :

1
X —m—— 4.8
cosh(3772) o
'Par exemple, le Perceptron de Stabilité Mazimale (MSP) [41] a ¢* = O(k — y*), ol K est la
stabilité imposée a ’exemple le moins stable. Pour la régle de Widrow-Hoff, ¢* =1 — y*.
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qui a son maximum a vy = 0 et décroit exponentiellement pour des |y| > 2T. Ceci
signifie que la contribution la plus importante a la modification des poids provient
des exemples situés dans une fenétre de largeur = 27" des deux cotés de ’hyperplan
séparateur, avec des stabilités positives ou négatives. Les exemples se trouvant loin
en-dehors de cette fenétre auront des coefficients exponentiellement petits.

La descente peut étre faite par la méthode de gradient simple (4.5) ou de gra-
dient conjugué [75]). Raffin et Gordon [81] ont utilisé cette derniére méthode pour
trouver le minimum de (4.2) sur des ensembles linéairement séparables a entrées
binaires. Nous avons fait plusieurs tests sur des ensembles non linéairement sépara-
bles en utilisant les deux méthodes et nous avons trouvé que la méthode du gradient
simple proposée par Gordon et Berchier [39] a des performances supérieures a celle

du gradient conjugué, comme on le montre plus loin sur des exemples.

Dans les applications, la valeur de 3 qui donne les meilleurs résultats est incon-
nue, car elle dépend de I'ensemble d’apprentissage. L’idée intuitive la plus impor-
tante de ’algorithme consiste & ’ajuster en cours d’apprentissage, en combinant un
recuit déterministe avec la descente en gradient [39] : a chaque itération ? on décroit
T (d’ou le nom de recuit). La variation de T" implique une modification du cotit, ce
qui améne a considérer a chaque pas un cotut différent, controlé par la température.
Cette procédure permet d’utiliser I'information des exemples qui sont de plus en
plus proches de ’hyperplan pour le positionner.

Afin de trouver le minimum du coiit, on cherche d’abord la direction de la des-
cente en gradient a haute température Tg [39]. Puisque tous les exemples contribuent
a I'apprentissage avec la méme "force", ceci revient a utiliser la régle de Hebb. Au
fur et & mesure des itérations, on décroit T : la fenétre devient de plus en plus
étroite. Quand la température est suffisamment basse, le nombre d’exemples dans
la fenétre de largeur 27 est négligeable et ’apprentissage s’arréte.

A partir de (4.2) et (4.3) on aura :

OE(w ; B) vy ; B)
) A WA N 4.
Ot chaque terme de la somme est :
WOrh g gr fer o)
= —— YA — — 4.10
o, Ml cot?(Z0) Tl " TP (410

Mais I'implantation de Minimerror (Gordon et Berchier [39]) utilise seulement :

2Une itération dans notre contexte représente le passage de tout I’ensemble d’apprentissage qui
fournit I'information pour trouver la bonne position de I’hyperplan séparateur
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ovViy's B _ B &g

= —— 4.11
ow; 4 cosh®(22%) (4.11)
ou le préfacteur £3/4 est remplacé par un seul facteur € :
0i(t) = —e—%1——ro 4.12
*) CoshQ(%i) ( )
et le dernier terme de (4.10) est remplacé par une normalisation des poids :
wW(t+1)
Wt+1) ¢« ———=— (4.13)
[t +1)||

Le choix de la température a une influence directe sur ’aspect du "paysage"
défini par la fonction E(w ; ) : & haute température T on aura un paysage de
"collines" douces avec des variations d’amplitude peu importantes entre un sommet
et une vallée. Par contre, a basses températures, le paysage aura des formes de
paliers avec des variations d’amplitude trés fortes entre configurations voisines.

Quand le critére d’arrét a été satisfait (voir 4.2.2), on fait une derniére mi-
nimisation par gradient conjugué, ce qui permet de trouver le minimum du cofit.

Ce dernier pas doit étre fait avec une fonction de cout légérement différente [81] :

E*@; 8) =) V(3" B)+ (VN+1 — |la])? (4.14)

p=1

car, n’ayant pas le droit de normaliser les poids w dans la méthode du gradient con-
jugué, le dernier terme de (4.14) contraint la recherche des poids « dans I’hypersphére

de rayon /N + 1.

L’algorithme modifie itérativement les poids suivant (4.5) et (4.6) en utilisant
pour chaque pas une température différente. En effet, aprés avoir modifié tous les
poids, la valeur de (3 est augmentée suivant :

Blt+1) = B(t) +05(t) (4.15)

ot 63(t) est petit ® pour que la fonction de cotit soit peu modifiée.

Puisque T' = 1/43, la nouvelle température est :

T(t)
1+ T(t)-0B(t)

3En pratique, §3(t) est de I’ordre de 1073.

Tt+1)= ~ T(t) — T?(t)6 3(t) (4.16)
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4.2. Minimerror-L

La température décroit de plus en plus lentement lors des itérations successives. Ce
procédé de recherche du minimum a des températures décroissantes est appelé recuit
déterministe.

Empiriquement, Gordon et Berchier [39] ont trouvé que I'on peut accélérer la
convergence si 0 est adapté dynamiquement, de maniére & introduire des pas plus
grands lorsque le nombre d’erreurs d’apprentissage ne varie pas. Pour cela, on
compte le nombre d’itérations ¢, successives pendant lesquelles le nombre d’exemples
mal classés n’est pas modifié, et §3(¢) est donné par :

Bt +1) =008 log(1 + ty) (4.17)

ol 0 est une constante. Si & l'itération ¢ le nombre d’erreurs d’apprentissage a
diminué, on remet le compteur a zéro t4(t) = 0 et 65(t+1) = 0 : I'itération suivante
se fait & la méme température. Par contre, si t4(t) # 0, la température est dimi-
nuée avec des pas qui augmentent logarithmiquement avec le temps écoulé depuis la
derniére modification du nombre d’erreurs.

Le pas de I'algorithme €, souvent appelé taux d’apprentissage, est aussi adaptable.
Il est fonction de l'itération t et de 3. On commence avec un € = ¢y petit, de 'ordre
de 1072, On vérifie la valeur de € toutes les t, itérations : si le nombre d’erreurs a
I'instant ¢ n’a pas changé, on ne modifie pas €. Par contre, si ce nombre a changé,
on réduit € en le multipliant par un facteur ¢ entre 0 et 1. Empiriquement, nous
avons choisi comme facteur ¢ = 0.8, de sorte que :

e(t+1) = qe(t) (4.18)

permet de chercher de plus en plus finement le minimum.
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Chapitre 4. L’algorithme d’apprentissage Minimerror

4.2.1 Introduction de deux températures

Gordon et Berchier [39] et Raffin et Gordon [81] ont étudié la performance de
I’algorithme Minimerror-L avec 1'utilisation de deux températures : une tempéra-
ture 7_ pour les exemples mal classés, (y < 0) et une autre, 7'y pour ceux avec
stabilité positive (v > 0), avec T~ > T);. Les exemples mal classés, sont donc con-
sidérés a une température plus haute que les autres. Les deux températures peuvent
étre interprétées comme deux fenétres différentes : 1'une étroite pour les exemples
bien appris (avec des stabilités positives) et une autre plus large pour les exemples
a stabilités négatives. Ainsi, puisque 7_ > T, , les modifications des poids sont plus
sensibles aux exemples non appris. Le rapport des températures est indiqué par :

By
U =— 4.19
= (419)
La fonction de coiit avec deux températures s’écrit :
E(; B, B4) =D V(y"; )+ > V(y"; By) (4.20)
<0 >0
La descente en gradient est donnée par :
Wt +1) <« @(t) + ou(t) 4.21)
ui(t) =e Y it 4.22)
o
gl
owt! = ———= si <0
cosh? 8 - K
g
W _ > B
dw; = Y si >0 (4.23)

2

ou nous avons défini e = ¢3/4. C’est cette quantité e qui sera considérée désormais
le pas d’apprentissage.

On procéde de la méme fagon qu’avec une seule température, en gardant le
rapport ¥ = 3, /6 constant. Quand le critére de convergence est satisfait, on
fait la derniére minimisation (avec la méthode du gradient conjugué) a une seule
température, que l'on prend égale & 1/3, pour tous les exemples, de maniére a
minimiser la fonction de cotit originale (4.2) & température T' = 1/, qui est la
plus petite des deux températures 7, T .
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4.2. Minimerror-L

4.2.2 Le critére d’arrét

Nous avons trouvé un critére d’arrét adéquat pour la minimisation de la fonction de
cout qui permet de bien placer I'hyperplan séparateur (avec une précision donnée),
sans besoin de faire les derniéres itérations, souvent inutiles.

Pour cela, nous arrétons les itérations dés que tous les exemples satisfont :

189 > d (4.24)

avec = [y siy* > 0, 8 = B_ si ¥* < 0. La quantité d > 0 est une distance a
I’hyperplan séparateur. Avec ce critére, ’algorithme s’arréte dés qu’aucun exemple
ne se trouve dans une fenétre de largeur d/f3, des deux cotés de I'hyperplan sépara-
teur, méme si le gradient n’est pas nul. Les termes négligés sont tous plus petits que
cosh™2(d/2), et si l'on choisit d suffisamment grand, le fait de négliger ces termes
n’aura pas de conséquences. Nous avons trouvé empiriquement que d = 2.5 est
un bon compromis entre la précision du placement de I’hyperplan et la vitesse de
convergence de I’algorithme, indépendamment de I’application.

4.2.3 La normalisation des entrées

L’algorithme Minimerror-L a trois paramétres : le rapport ¥ = 3, /5_, le pas de
lalgorithme € et le choix initial du pas de refroidissement §3. Afin de rendre ces
parameétres les plus indépendants possible de la nature du probléme, nous avons
choisi de faire une normalisation des entrées 571. En appliquant une transforma-
tion linéaire adéquate, on peut ramener toutes les variables a avoir des ordres de
grandeur semblables [8]. Ainsi, nous avons pu déterminer des valeurs standard pour
les paramétres de ’algorithme. Ceci permet d’obtenir des résultats satisfaisants sans
avoir a les régler pour chaque nouveau probléme.

Nous appliquons la transformation linéaire standard de chaque composante :

& — (&)
& = YN (4.25)

ou 1l < i < N. La moyenne (§) et la variance A; de chaque composante étant
définies comme d’habitude :

P

=5 (1.26)

p=1

57



Chapitre 4. L’algorithme d’apprentissage Minimerror

S OMCEICIES DIy (4.27)

p=1

leur calcul ne nécessite qu'une seule lecture de ’ensemble des P exemples.

La recherche des poids se fait dans un nouvel espace d’entrées standardisées 573
otl on va noter les poids 7, et la stabilité 7* ; on écrit :

. ”T_%"{jgz} (4.28)
= T {Zi— fes %@} o

Aprés apprentissage, la transformation inverse est appliquée aux poids :

- ié]}(fﬁ/A

wo = [l

\/[J’o - Y ji<§i>/Ai]2 + [Zij\il j"/Air
Jif i
\/[jo - ji<fi>/Ai]2 + [Zij\il j"/Air

w; = ||l (4.31)

La standardisation (4.26) et (4.27) est complétement transparente pour I'utilisateur :
avec les poids renormalisés (4.31), le classifieur s’applique aux nouveaux exemples,
définis dans les unités de I'utilisateur, sans besoin de les standardiser.

Ce procédé correspond a ramener tous les exemples de ’ensemble d’apprenti-
ssage au voisinage d’un hypercube de coté 2, centré sur la moyenne. Le nouvel
ensemble ainsi défini, @ a la propriété d’avoir des composantes de moyenne zéro et
de déviation standard unitaire. Ils ont donc une distribution dont les deux premiers
moments sont identiques a ceux des exemples binaires utilisés pour mettre au point
les valeurs numériques des paramétres e, W = 37 /3~ et 63 de 'algorithme. Les poids
aprés ’apprentissage sont renormalisés pour étre appliqués dans l'espace initial des
entrées. On n’a pas besoin de mémoriser (£;) ni A?. D’autres algorithmes ont besoin
de garder (&;) et A%, ce qui en principe équivaut & augmenter la complexité de la
machine.

La minimisation de la fonction E(w ; (_,[,) est réalisée avec les valeurs sui-

vantes :
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4.2. Minimerror-L

By
-~ =6
G-
e = 0.02
00, = 0.001

Les valeurs de ces paramétres ont été déterminées pour des exemples a entrées
binaires situés sur les sommets d'un hypercube a dimension N (comme par exemple
les probléme du XOR ou de la N-Parité *). Ces valeurs donnent de bons résultats
dans la plupart des cas.

4.2.4 Exemples

Dans cette section nous allons présenter les performances de Minimerror-L. sur
quelques problémes, ainsi que des tests sur la robustesse des solutions trouvées.

Dépendance suivant la méthode de minimisation

Cette expérience nous a permis de choisir la méthode de minimisation du cott (4.3).
Pour cela, nous avons préparé des ensembles d’apprentissage L£* avec des exemples
a entrées binaires 5 choisies au hasard avec des probabilités p(§! = +1) = p(& =
—1) = § et sorties 7 = 1 avec des probabilités p(r = +1) = p(r = —1) = 5. Ceci
permet d’obtenir des ensembles d’apprentissage avec une forte probabilité de n’étre
pas linéairement séparables, méme pour des valeurs de N petites. Nous avons créé
des ensembles £ pour des valeurs o = 2,3,---,6, avec N = 20 et P = aN. Le
nombre de simulations a été de 30.

4La N—Parité est la fonction booléenne qui a comme sortie 7% = +1 si le nombre de bits dans
I’état +1 d’une entrée binaire f“ est pair, 7™# = —1 autrement. La N —Parité & deux entrées est le
complément du célébre probléme du XOR, qui a démontré la faiblesse du perceptron [70, 49] dans
des taches non LS et qui sert (encore) pour tester des algorithmes.
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0,20
| =0 (théorique) N =20, 30 tests
3=20 (théorique)
O  Gradient conjugué §
0,15} ® Gradient simple -
0,10 |-
8t
0,05 |-
0,00

Figure 4.2: Erreur d’apprentissage £; obtenue avec gradients simple et conjugué en
fonction de a. N = 20 entrées binaires et sortie 7 = +1 aléatoire.
Moyennes sur 30 ensembles d’apprentissage.

Les méthodes de gradient simple (4.5) et de gradient conjugué ont été comparées
sur les mémes ensembles d’apprentissage : 'apprentissage a été fait avec le recuit
déterministe avec deux températures et la minimisation finale a 3 avec un seul pas

de gradient conjugué, comme on I’avait déja indiqué.

Nous présentons dans la figure 4.2 la fraction d’erreurs d’apprentissage £; comme
fonction de a ayant appris soit avec le gradient simple soit avec le gradient con-
jugué. Nous montrons aussi les courbes théoriques correspondants & 3 = 20 et
B = oo. On voit que le gradient simple permet de bien classer une quantité plus
grande d’exemples que le gradient conjugué. Bien que le gradient conjugué ait bien
des avantages sur le gradient simple (rapidité de convergence grace a la moindre
sensibilité de augmentation du (1) dans le cas d’exemples qui sont linéairement
séparables [81], ce n’est pas le méme comportement si les exemples ne le sont pas.
Du fait que le gradient conjugué cherche toujours le minimum minimorum de la fonc-
tion de cotlt (avec une seule itération), il peut rester piégé dans un minimum local.
Par contre, avec le gradient simple nous nous approchons du minimum mais petit a
petit, et la descente controlée de la température permet, en principe d’échapper des

minimums locaux.
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4.2. Minimerror-L

Dépendance suivant P’initialisation des poids

Pour vérifier expérimentalement I'importance du point de départ des poids pour la
minimisation, nous avons préparé des ensembles d’apprentissage £* non linéaire-
ment séparables avec des entrées 5 choisies au hasard et des sorties 7 = +1, de
la méme maniére que pour le test précédent. Nous avons créé 30 ensembles L£*
pour des valeurs o = 2,3, - -+, 6, en choisissant la méthode du gradient simple pour
la minimisation, compte tenu des résultats obtenus dans l’expérience antérieure.
L’initialisation des poids w a été :

e (a) Au hasard : w; = aléatoire [-1,+1] ;i=0,--- N

e (b) Avec la régle de Hebb : w; =Y &fr# ;i =0,--- ,N
I

Dans les deux cas, on normalise les poids : f +— /|||

0,20 T I T T T
: -------- B=Ul (théorique) N =20, 30 tests
[3=20 (théorique)
| O Initialisation aléatoire |
015 @ Initialisation d'Hebb % i
I Gradient simple 7
0,10 -
€t s
0,05 -
0,00
1 2 3 4 5 6 7

a

Figure 4.3: Dépendance a l'initialisation Hebb/Aléatoire. Erreur d’apprentissage &,
obtenue avec le gradient simple en fonction de a, pour P = a/N exemples.
N = 20 entrées binaires et sortie 7 = +1 aléatoire. Moyennes sur 30
ensembles d’apprentissage.

A partir des courbes de la figure 4.3, on peut conclure qu’il est préférable
d’initialiser les poids avec la régle de Hebb, en bon accord avec le résultat théorique :
le minimum du coiit a haute température correspond a la régle de Hebb.
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Comparaison du nombre d’époques

Nous avons comparé le nombre d’itérations (ou époques) nécessaires pour résoudre
une tache linéairement séparable avec Minimerror-L par rapport a ’algorithme du
perceptron. Pour cela, nous avons créé des ensembles d’apprentissage linéairement
séparables engendrés par un perceptron professeur ¥, les entrées binaires & ont été
.. 142 wo_ _ no__ 1 :
choisies au hasard avec des probabilités p(&;" = +1) = p(§;' = —1) = 5 et les sorties

—

suivant 7(£) = signe(7 - €).

Des ensembles d’apprentissage pour N = 20,50,100 avec P = a/N exemples
(e =10.5,1,1.5,---,10) ont été utilisés. Dans les figures 4.4 (N = 20, N =50 et N =
100) on montre que Minimerror-L converge en un nombre d’époques plus ou moins
indépendant de la taille de 'ensemble d’apprentissage. Par contre, ’algorithme du
perceptron nécessite un nombre d’époques croissant avec « et avec N pour pouvoir
séparer les mémes exemples. Mais bien entendu, une époque de 1’algorithme du
perceptron est beaucoup plus simple que celle de Minimerror-L.
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20T N=20
—e— Minimerror-L
100 | —O— Perceptron
80 |-
Epoqueseo |-
40 - -
o _ ) T
20 % § % %/%’%/%/
/élé/%/é " 1 " 1 " 1 " 1
0 2 4 6 8 10
a=P/N
1201 N=50
—— Minimerror-L
100 - —o— Perceptron
80 |-
Epoques 60 - /
40 - /
20 |- i/i }
; S R /H - H %
0 1 n
0 2
o =P/N
1207 N=100
—@— Minimerror-L
100 F —o— Perceptron /
80 |-
r Y
Epoques 60 | /
3 / -
40 | %/ .
s
20 | /%/f%/%) +/§/i,§/;/%
B SRRARSER LS
0 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1

0 2 4 6 8 10
o =P/N

Figure 4.4: Ensembles linéairement séparables : comparaison des performances de
Minimerror-L avec l'algorithme du perceptron. Moyennes sur 30 ensem-
bles d’apprentissage.
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Illustrations a deux dimensions

e 1) Nous montrons d’abord un probléme a deux dimensions N = 2 avec un
ensemble £% de P = 200 exemples générés au hasard avec des probabilités
p&'=+1)=pE=-1) = % Les classes 7 sont données par un perceptron
professeur de poids ¢, suivant 7 = signe(? - 5) qui a assuré la séparabilité
linéaire. Nous avons mesuré Perreur de généralisation par £, = < arccos(R)
ou :

RN
il

R (4.32)

Nous montrons dans la figure 4.5 le professeur ¥ et la solution @ trouvée par

Minimerror-L.

1,0 T
. =+1
T=-1
05F °°
professeur v
& oo0F
2
-05F «
-1,0 .
-1,0

éleve w

Figure 4.5: Solution d’un ensemble linéairement séparable engendré par un percep-
tron professeur ¢, avec N = 2, P = 200. Le perceptron éléve est ), et
R =10.999831. ¢, = ~arccos(R) = 0.018.

e 2) Nous montrons ensuite un probléme non linéairement séparable a deux
dimensions N = 2. Nous avons préparé un ensemble d’apprentissage £* de
P = 200 exemples a entrées binaires 5 choisies au hasard avec des probabilités
p& =+1) =p(E=-1) = % Un perceptron professeur de poids 7, donne
les sorties 7 = signe(¥ - 5), que nous avons bruitées en changeant au hasard le
signe de la classe des exemples proches de ’hyperplan défini par le professeur.

La classe des exemples dont la stabilité est inférieure & 0.1, c’est-a-dire, les
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¢ T=+1
o =1

,,,,, B+=2.5 f=12 R=0.999389
—— pB+=5.0 f=10 R=0.997416
,,,,,, B+=10.0 f=7 R=0.999135
,,,,,,,, B+=58.2 =6 R= 0.998635

Figure 4.6: Solutions trouvées avec un ensemble non linéairement séparable. N = 2,
P = 200. L’apprentissage a été arrété a des valeurs de 5, = 2.5,5,10 et
B+ = 58.2, donné par le critére d’arrét, qui permet de trouver le nombre

minimum de fautes f = 6.

exemples se trouvant a une distance de moins de 0.1 de I’hyperplan professeur,
est mis & —7. L’ensemble ainsi obtenu est non linéairement séparable. Dans
la figure 4.6 nous montrons plusieurs solutions w* en fonction de la valeur du

paramétre 3 ol nous avons arrété la minimisation.

Robustesse des solutions

La robustesse des réseaux de neurones implantés a 1’aide de circuits électroniques di-
gitaux peut s’avérer une propriété importante dans certains milieux hostiles (bruit,
rayonnement) [13, 90, 79]. L’effet de ces milieux peut se traduire soit par des altéra-
tions des poids mémorisés, soit par des altérations des entrées présentées . Cest
pourquoi nous nous sommes intéressés aux effets des altérations des bits sur des per-
ceptrons entrainés avec Minimerror-L, modifiant tant les poids w que les entrées 5

°En particulier, I'un des effets considérés critiques pour des applications embarquées (satellites,
sondes,...) est I'inversion du contenu des cellules de mémorisation comme résultat de 'impact d’une
particule chargée (effet dit Single Event Upset.)
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Nous avons étudié des perceptrons de taille N = 50. Les ensembles d’apprenti-
ssage L% ont été engendrés par un perceptron professeur, ce qui assure la séparabilité
linéaire. L’influence de la taille des ensembles d’apprentissage (controlée par «), sur
la probabilité de généralisation a été I'un des parameétres considérés. Nous avons
fait trois types de tests [3]:

e 1. Altération des entrées.

Nous avons altéré b bits au hasard pour chaque exemple i de ’ensemble
d’apprentissage. Si la réponse du perceptron face a ’exemple corrompu est
la méme que celle face a ’exemple original, on le considére comme étant bien
reconnu. Des moyennes sur 200 ensembles d’apprentissage différents de la
fraction d’exemples bien reconnus p (pourcentage de réponses correctes) pour
a =1,2,---,6 en fonction du nombre de bits altérés sont montrées dans la
figure 4.7. La dégradation est approximativement linéaire par rapport a b, a
« constante :

p(%) ~ w

e 2. Altération des poids codés comme des nombres réels.

Nous avons déterminé la quantité p par rapport a l'altération des poids. On
a stocké les poids comme des valeurs réelles d’aprés le standard IEEE 754 6.
Pour chaque perceptron entrainé, la sortie ( a été évaluée aprés avoir modifié
chacun des bits de chaque poids. La moyenne de p sur N = 50 poids de chaque
perceptron sur [ = 50 ensembles d’apprentissage est présentée dans la figure
4.8 comme fonction de la position du bit altéré et dans la figure 4.9 comme
fonction de a. Comme on I'attendait, la modification du bit de signe perturbe
la reconnaissance de I'exemple, I'altération de l'exposant est catastrophique
mais seulement 4 ou 5 bits de la mantisse semblent étre sensibles. En effet, la
mantisse est codée sur 23 bits et les perturbations causent des erreurs seule-
ment pour 40% des bits de poids fort.

6Dans la norme IEEE 754, le bit 0 correspond au signe, les bits 1 4 8 & 'exposant et les bits 9
a 31 a la mantisse.
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e 3. Altération des poids comme des nombres entiers.

Le méme test qu’en 2 a été refait, mais en stockant les poids comme des entiers

codés sur 16 bits, le bit 0 étant le bit de signe. Comme on voit dans les figures

4.10 en fonction du numéro du bit et 4.11 en fonction de «, la reconnaissance

globale est moins dramatiquement affectée pour des poids entiers que pour des

poids réels. En effet, les bits 8 & 15 n’ont guére d’influence sur la sortie.

100
<
>
N—r
)
o
c 80
@
)
0
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Figure 4.7: Pourcentage de dégradation vs. le nombre de bits altérés, pour N = 50.

Les écart-types (de I'ordre de 10%) ne sont pas montrés pour des raisons

de clarté du dessin.
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Figure 4.8:

Figure 4.9:
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Dégradation moyenne de la reconnaissance en fonction du numéro de bit
1 =0,---,31. N = 50. Poids stockés comme réels de 32 bits. Par la
clarté du dessin, les écart-types (de I'ordre de 10%) ne sont pas montrés.
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Dégradation moyenne de la reconnaissance en fonction de la taille de
I’ensemble d’apprentissage, a. Poids stockés comme réels de 32 bits.
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Figure 4.10: Dégradation de la reconnaissance en fonction du numéro de bit ¢ =
0,---,15. N = 50. Poids stockés comme entiers de 16 bits. Les écart-

types (de 'ordre de 10%) ne sont pas montrés.
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Figure 4.11: Dégradation moyenne de la reconnaissance en fonction de la taille de

I’ensemble d’apprentissage, a. Poids stockés comme entiers de 16 bits.
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4.3 Minimerror-S

Dans la figure 4.12 est donné un exemple de points qui ne sont pas linéairement
séparables par un hyperplan, mais qu’on peut séparer par une hypersphére. On dit
alors, que ils sont sphériqguement séparables (SS).

Ceci a été I'idée de base qui nous a inspiré pour construire une variante de
Minimerror, mais en utilisant des hypersphéres pour faire des dichotomies. Une
dichotomie sphérique est définie par la surface de I’hypersphére de rayon p et de
centre u/, de maniére & attribuer une classe aux vecteurs 5 se trouvant a l'intérieur

de ’hypersphére et la classe opposée a ceux se trouvant a l’extérieur.

* ot=1
@ 1=+1
[
[ ]
o
\ . Hypersphére (b)
Hyperplan (a)

Figure 4.12: Exemple schématique de données en deux dimensions a deux classes
avec polarité négative (exemples a sortie 7 = —1 entourés des exem-
ples de la classe opposée). (a) Solution avec un hyperplan trouvé par
Minimerror-L. (b) Une solution alternative sans erreurs, qui peut étre

trouvée avec Minimerror-S.

4.3.1 La stabilité sphérique \

En supposant que les exemples a sortie 7 = 41 entourent les exemples & sortie
7 = —1 (fait que nous appellerons polarité positive), nous avons défini une nouvelle
stabilité, que nous appellerons désormais stabilité sphérique A, en utilisant le champ
radial (2.17) de la facon suivante :

N

M) = 7" [Z(wi — &)t - 92] = (|| — &|]* - p°] (4.33)

=1
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4.3. Minimerror-S

oll nous avons noté le biais # comme un rayon p. La valeur \/W est une mesure de
la distance de I’exemple p a la frontiére de ’hypersphére centrée sur , et de rayon p,
comme cela est montré dans la figure 4.13. Le signe de A est positif si ’exemple g’*
se trouve a l'intérieur de la sphére et sa classe est —1, ou s’il se trouve a l’extérieur
et sa classe est +1. Donc, A\* a des propriétés semblables a celles de la stabilité
dans le cas des séparations linéaires. En particulier une valeur positive de A* assure

une classification correcte, et plus A* est grand, plus robuste sera la solution trouvée.

[ ]
[ ]
° ° (] o 1=t1
° O 1=—1
]
2
SR R
O‘J‘?\ | P! o
[ ]
O e) °
w &1
e \O : o}
|>\1| 2 ¢
° [ ]
&
A >0 A% <0

Figure 4.13: La stabilité sphérique M\ de ’exemple p par rapport a I’hypersphére

centrée sur w, de rayon p.

Polarité négative ou positive?

La supposition de polarité négative dans I’équation (4.33) pourrait ne pas étre
adéquate : il n’existe aucune raison pour que les exemples soient distribués de cette
maniére. La encore, deux situations doivent étre considérées : I'une ot les exemples
dans I'espace des entrées n’ont pas une polarité positive ni négative, ou bien I’autre
qui considére une polarité positive. La premiére situation indéfinie peut étre traitée
aussi bien avec la méme stabilité a polarité négative (4.33) qu’auparavant. Si ’on
suppose une polarité positive, les définitions de stabilité auraient le signe opposé.
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Le probléme suivant se pose : quelle hypothése de polarité doit étre faite 7 Nous
avons résolu le probléme de fagon pragmatique : en utilisant une polarité 7, qui peut
étre mise a m = £1. Ainsi nous apprenons des poids avec m = +1 et avec 7 = —1.
Aprés 'apprentissage, on compte le nombre de fautes commises par chacune des
solutions, avec m = +1 et m = —1 et on garde celle qui fait le moindre nombre
d’erreurs. C’est-a-dire, on utilise la définition de stabilité suivante :

N
N(i) = 7 [Z e — €4 - p2] = o7t (|l - 8| ~ ?) (434)
=1

Aprés I'apprentissage, lorsque les poids ), p sont appris, la sortie donnée par le
perceptron sphérique a une entrée & quelconque est :

o = signe {7r [||u‘)' — ]2 - p2] } (4.35)

Ainsi, avec ’hypothése de polarité positive (m = +1), les exemples a 'extérieur de
I’hypersphére auront une sortie positive tandis que si la polarité est négative, c’est
les exemples a l'intérieur de I’hypershpére qui auront une sortie positive.

Avec la définition de stabilité (4.34), il peut se présenter la difficulté suivante :
les exemples qui sont a l'intérieur de 1’hypersphére contribueront a 1’apprentissage
avec une intensité maximale limitée par la valeur du rayon p, car si I’'exemple est
situé au centre de la sphére, alors |\™%| = p?. Par contre, les exemples situés
loin & 'extérieur de la sphére peuvent avoir des stabilités bien supérieures en valeur
absolue. Bien que ceci ne soit peut-étre pas trop important, car le recuit déterministe
de Minimerror restreint ’apprentissage aux exemples qui sont de plus en plus proches
du bord de I’hypersphére, nous avons considéré une définition alternative pour la
stabilité. En effet, le champ radial (2.17) peut étre défini comme :

N
log = 108 [Z [Jwi — §f||2] (4.36)
i=1

et la stabilité correspondante par :

N L gH))2 = 2
)\{f)g(u?) =n1"log [Z 7”% pfl I ] = 7" log linw pf | ] (4.37)
i=1

qui peut avoir des valeurs de |M\*| — 400 aussi bien si £ est a U'infini, a 'extérieur
de ’hypersphére, qu’au centre.
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Les problémes de stabilité numérique, quand 'exemple est trés proche du cen-
tre, sont facilement contournables en limitant par une borne inférieure les valeurs

possibles de Pargument (cut-off), pour calculer le logarithme.

Il est important de remarquer que, quelle que soit la définition utilisée pour la
stabilité, la sortie est donnée par (4.35), car le signe de log || — £]|2 — log p?® est le
méme que celui de || — || — p.

Nous nous sommes posés la question de quelle est la définition de la stabilité
qui donne les meilleurs résultats. Nous avons utilisé les deux expressions pour la
stabilité sphérique pour faire plusieurs tests sur des ensembles séparables (LS ou
SS) ou non sphériquement séparables. Nous avons corroboré numériquement que
les deux approches sont équivalentes, différant seulement par le nombre d’époques
nécessaires pour converger : la méthode qui utilise ’expression logarithmique (4.37)
nécessite beaucoup plus de temps que celle qui utilise I’expression euclidienne, car
il faut calculer la valeur des logarithmes et comparer avec la borne inférieure ou
cut-off & chaque itération.

Il est important de dire qu’ici on ne fait pas une normalisation des poids i,
comme pour la définition de la stabilité linéaire. Ceci nous permet d’avoir des
hypersphéres de tous les rayons p possibles et centrées dans des points @ quelcon-
ques. Ainsi, si 'on prend un centre suffisamment éloigné des exemples et un rayon
suffisamment grand les perceptrons sphériques sont équivalents a4 des perceptrons
linéaires.

[’autre propriété intéressante qu’on avait déja signalée est que les perceptrons
sphériques et linéaires ont la méme complexité, car le rayon de I’hypersphére prend
la place du biais : p ~ wy. Donc, la complexité d’un réseau de neurones a percep-
trons sphériques reste la méme que celle d’un réseau construit avec des perceptrons

linéaires.

Introduisant les définitions (4.34) ou (4.37) dans la fonction de cott (4.20),
de Minimerror avec deux températures (T_ et Ty, avec T_ > T+, et un rapport

U= B./6-),

Ex(i5 B, 8:) =Y VW5 B )+ > VW5 6y (4.38)
A<0 A>0
avec V(\, By) = 2(1 — tanh(%)), on peut trouver par minimisation les paramétres
de I’hypersphére (i et p) que nous continuerons & appeler poids.
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L’algorithme de minimisation, que nous appellerons Minimerror-S, fait une des-
cente en gradient qui s’écrit :

SH(t) = —e OE) (U-fa,wﬁ Z ﬁ , B+)
5p(t) = _gaE,\ (w a;pﬁ—, Z ﬁ , B+) (4.39)
m

Avec la définition euclidienne (4.33) de la stabilité, on a, pour le centre :

VO B B (g
ow; 2 coshQ(%)T " (140

et pour le rayon :

OV(\; By) _ Bi  pr'm

= - 4.41
p 2 cosh?(%£") (441)
Si I’on utilise la définition logarithmique (4.37) de la stabilité, on a :
)‘0 ; i )

av( log » ﬁﬂ:) - _ ﬁ:l: _ ('U) é-z )):7; ™ (442)

Ow Afjw = £J? Cosh2(—ﬂi21°g)

et pour le rayon :
- p

aV()\log ; B1) _ ﬂ_i n (4.43)

Op 4p coshQ(ﬂi;ﬁ)g)

Dans les deux cas, on utilise 3y si v* > 0 et f_ si v* < 0.

4.3.2 L’initialisation et ’arrét

Le centre (¢ = 0) est initialement placé sur le barycentre (ou centre de gravité) des

exemples a sortie 7 = —m, donné par :

:PL > (4.44)
oyl

ot P_ est le nombre d’exemples de I’ensemble £ tels que 7 = —.
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Le rayon initial p(t = 0) est :

p0) = min {/ - e} (4.45)

qui est égal a la distance euclidienne du barycentre @(0) a ’exemple v le plus proche,
qui appartient a la classe opposée (1 = ).

Le critére d’arrét de la minimisation de (4.38) est le méme que celui que nous
avons mis au point pour les perceptrons linéaires, controlé par la fenétre définie par
'inégalité (4.2.2).

4.3.3 La normalisation des entrées

En ce qui concerne la normalisation des entrées pour les perceptrons sphériques,

nous utilisons la transformation linéaire suivante :

G, & (&)
&+ Ny (4.46)
ou (&) est définie par (4.26), mais ou (A) est :
L F
AV FZ(@” —(&))?
n=1
LN
(D) = N;A" (4.47)

La recherche des poids se fait dans ’espace d’entrées standardisées f_ll, oll on va
noter les poids 7, et la stabilité A* ; on écrit :

¥ o= {(5# -y —jé}

- S [ ()] )

S~ [ - (@) SAE <A>2J'3} (1.45)

et finalement :

= <7Z;2 {Z [(51”)2 - ((&) + <A>ji)]2 - (j0<A>)2} (4.49)
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Cette procédure permet de revenir a l'espace des entrées original de maniére simple,
en utilisant les poids rénormalisés suivants :

PPo= (&)
wi = (A)ji+ (&) (4.50)

Puisque (A) > 0 par définition, (voir 4.47), on a :

Donc, la sortie (4.35) donnée par les poids (), p) dans I'espace des entrées original
est la méme que la sortie donnée par les poids renormalisés (4.50).

4.3.4 Exemples de séparations sphériques

Les perceptrons sphériques peuvent-ils résoudre des problémes linéairement sépara-
bles ? La réponse est affirmative dans la mesure ot ’on permet que le centre
puisse s’éloigner & l'infini en méme temps que le rayon diverge. Cover montre que
séparabilité linéaire implique séparabilité sphérique, qui a son tour implique sépara-
bilité quadratique, mais le cas contraire n’est pas toujours vrai [19].

Nous allons présenter quelques exemples en deux dimensions, afin de rendre plus
intuitives les explications.

e Dans la figure 4.14, nous montrons un ensemble d’apprentissage £L* a N = 2
entrées et P = 200 exemples, qui est linéairement séparable, donc soluble par
un perceptron linéaire. Minimerror-L trouve une solution qui est représentée
par la ligne droite. Pour le méme ensemble, Minimerror-S trouve comme

solution un cercle centré sur o = {10.58,6.85} avec un rayon p = 12.62.
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o T=+1
o 1=-1
---------- Sphérique
Linéaire

Figure 4.14: Exemple linéairement /sphériquement séparable résolu par un percep-

tron linéaire et un autre sphérique.

e Dans la figure 4.15 on montre un probléme trivial avec P = 10 exemples
disposés de facon non linéairement mais sphériquement séparable. Nous mon-
trons le centre initial de la minimisation, ou centre de gravité des exemples,
wW(0) = {0.355,—0.137} et le rayon initial p(0) = 0.499 trouvés avec les
équations (4.44) et (4.45). La solution trouvée avec Minimerror-S de centre
w = {0.91, —0.07} et rayon p = 0.86, est aussi représentée.

e Dans la figure 4.16 on montre un probléme plus difficile, de P = 200 exemples
en dimension N = 2. La classe 7 = —1 & été donnée par deux professeurs
de polarité 7 = +1 avec centres : w; = {—0.30,0.00} et Wy = {+0.30,0.00}
respectivement, et de rayons p; = p» = 0.5. Dans I’ensemble d’apprentissage
il y a P, = 38 exemples de classe —1 donnés par le premier professeur et
P, = 29 exemples de classe —1 donnés par le deuxiéme professeur. Parmi eux,
beaucoup d’exemples avec 7 = —1 forment une région a frontiére complexe
prés du centre de I'espace des entrées. On montre la solution finale qui atteint
le nombre minimum de fautes avec un seul perceptron sphérique. Ce probléme
sera repris au Chapitre 5, pour illustrer la solution compléte produite par notre
algorithme constructif.
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e Finalement, dans la figure 4.17 on montre un probléme avec P = 200 exemples
disposés de fagon non séparable par une seule sphére. En effet, les exemples
ont été choisis aléatoirement dans deux régions non connexes, de centres w, =
{-0.5,0.0}, W, = {0.5,0.0} et de rayons p, = pg = 0.25. La région gauche a
P, = 7 exemples a sortie 7 = —1, 'autre en a P; = 11. L’initialisation sur le
centre de gravité est @(0) = {0.02,0.03}, p(0) = 0.41. A partir d’elle, le centre
évolue jusqu’a se situer sur « = {0.49,0.00}, avec un rayon final de p = 0.21.

10 F e o4 | © T
o 1=-1
05 | .
& ool {e

i Initiale
-05 |
10 o Finale/ o

| IR T N T N 1 PR I ST W T T |
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

Figure 4.15: Exemple sphériquement séparable trivial, résolu par un perceptron

sphérique. On montre l'initialisation des poids et la solution finale

trouvée par Minimerror-S.
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Figure 4.16: Exemple non séparable. On montre la solution trouvée par Minimerror-

S @ = {0.019,0.094}, p = 0.616. qui minimise le nombre d’erreurs.
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Figure 4.17: Exemple non séparable par une seule sphére. Le perceptron sphérique

entrainé par Minimerror-S @ = {0.489,0.004},p = 0.206, sépare la

région (droite) avec un nombre plus important d’exemples a sortie 7 =

—1.
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4.4 Conclusion

L’algorithme d’apprentissage Minimerror-L, pour le perceptron simple, a été décrit.
Minimerror trouve un ensemble de poids @ qui minimise une fonction de coftt, par
une descente en gradient combinée avec un recuit déterministe. Si une solution ex-
iste, 'algorithme minimise ’erreur de généralisation ; sinon, il trouve les poids qui

minimisent le nombre d’erreurs commises sur ’ensemble d’apprentissage.

A partir de I'implémentation existante de Minimerror, nous avons trouvé un
critére d’arrét satisfaisant (basé sur les propriétés du recuit déterministe), qui permet
d’éviter des itérations souvent inutiles. Des tests sur des ensembles d’apprentissage a
entrées binaires nous ont permis de régler les trois paramétres libres de Minimerror-
L (le rapport de températures, la température initiale et le choix de croissance de
cette température). Ainsi, une standardisation adéquate des entrées a été trouvée, ce
qui permet d’obtenir des résultats satisfaisants sans besoin de régler les paramétres
pour chaque nouveau probléme, ainsi que de revenir facilement a 1’espace des entrées

original.

Nous avons aussi proposé deux définitions alternatives d’une nouvelle stabilité A,
basée sur des propriétés d’un champ radial (proportionnel & la distance des exemples
a la surface d’une hypersphére). Cette stabilité nous a permis de généraliser a des
perceptrons sphériques I’algorithme d’apprentissage Minimerror. Plusieurs tests sur
des exemples a deux dimensions ont confirmé les performances de ’algorithme, que

nous avons appelé Minimerror-S.

D’autres tests sur le nombre d’époques nécessaires a la convergence, sur le choix

de la méthode de minimisation et sur la robustesse ont aussi été décrits.
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Chapitre

Trois algorithmes constructits

5.1 Introduction

DAns ce chapitre, nous présentons trois heuristiques de croissance que nous avons
développées pour engendrer des classifieurs binaires. Les algorithmes Monoplan et
NetLines font des séparations par des hyperplans en utilisant Minimerror-L pour
Ientrainement individuel de chaque perceptron et ’algorithme NetSphéres utilise
Minimerror-S pour faire des séparations hypersphériques. Les trois algorithmes per-
mettent d’engendrer des réseaux a unités cachées binaires, adaptés a des taches de
classification, et qui présentent des bonnes performances en généralisation.

Nous avons implémenté une procédure qui élimine les représentations internes
répétées, non nécessaires pour l'apprentissage du perceptron de sortie, valable dans
les trois méthodes.

Nous proposons également une stratégie utile pour traiter des problémes a plu-
sieurs classes qui engendre des arbres de réseaux. Bien que développée en rapport
avec nos algorithmes constructifs, cette stratégie peut aussi bien utiliser d’autres
classifieurs binaires.

En général, les problémes de classification peuvent se diviser en ceux a entrées
binaires et ceux a entrées réelles. Dans les problémes a entrées binaires il est tou-
jours possible d’isoler des exemples par des hyperplans, car ils se trouvent sur les
sommets d’un hypercube & dimension N. Une solution du type grand-mére [64] peut
rendre les représentations internes séparables. Dans les problémes a entrées réelles
la situation n’est pas la méme, car les exemples peuvent se trouver a 'intérieur de
I’hypercube, et la possibilité de les isoler n’est pas évidente. C’est cette remarque
qui est & l'origine du développement succesif des trois algorithmes présentés dans
ce chapitre. Nous allons les décrire dans 'ordre ou ils ont été développés et nous
laissons pour le Chapitre 6 la présentation des applications.
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5.2 Monoplan

Dans I’algorithme Monoplan [95], chaque unité cachée rajoutée sert a corriger les

erreurs d’apprentissage commises par 'unité précédente. La construction du réseau

se fait en deux phases :

e Couche cachée.

D’abord un perceptron simple apprend I’ensemble d’apprentissage L£* avec
I’algorithme Minimerror-L. Si le nombre d’erreurs d’apprentissage est nul, e, =
0, alors £* est linéairement séparable et I'algorithme s’arréte. Le réseau ainsi
engendré est un perceptron simple.

Sie; > 0, ce perceptron, avec ses poids appris, devient la premiére unité cachée,
h =1. On ajoute une unité cachée h + 1, et on modifie les cibles & apprendre.
Les classes des exemples sont remplacées par les cibles suivantes : 7,41 = +1
pour tous les exemples bien classés par l'unité précédente, et 7,,4 = —1 pour
ceux mal appris. On peut résumer ceci par : 7}, = o} 7. Il a été démontré
[64, 44] que chaque unité est capable d’apprendre au moins un exemple de plus
que l'unité précédente, ce qui assure la convergence de I'algorithme.

Une fois 'apprentissage d’une unité terminé, ses poids ne sont plus modifiés.
La couche cachée se développe ainsi, jusqu’a ce qu’une unité ait appris toutes

les sorties correctement.

Il a aussi été démontré que la parité de la représentation interne associée
a chaque exemple de I’ensemble d’apprentissage est la classe de I’exemple.
Cette premiére phase de construction de Monoplan est identique a celle de la
premiére couche de I'algorithme Offset [64]. La différence réside dans le fait
que ce dernier algorithme implante la parité avec une seconde couche cachée,
qui doit étre élaguée, alors que Monoplan apprend la sortie avec une seule

unité, en rajoutant des unités cachées si nécessaire, comme suit :

Perceptron de sortie.

Dans la deuxiéme phase de 1’algorithme, 1'unité de sortie est connectée aux
unités de la couche cachée. Cette unité apprend les sorties désirées 7#. Si les
représentations internes sont linéairement séparables, 'unité de sortie pourra
les apprendre et l'algorithme s’arréte. Si 'unité de sortie ( ne trouve pas
de solution sans erreur, ce qui se produit si les représentations internes ne
sont pas linéairement séparables, on retourne a la premiére phase d’ajout
d’unités cachées, mais cette fois les cibles a apprendre par 'unité cachée h + 1
sont : 7'}7_1_1 = 7 (*. 1l est possible que plusieurs exemples soient associés a la
méme représentation interne. C’est-a-dire que les représentations internes sont

dégénérées. Dans 5.5 nous discutons ce point plus en détail, et nous décrirons
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comment nous avons simplifié I’apprentissage de la sortie en tenant compte de
cette dégénérescence.

Ce va-et-vient entre ces deux phases converge, comme il a été démontré en [99]

(voir annexe B).

Pour résumer, Monoplan commence par engendrer une machine a parité : les
sorties voulues sont la parité des représentations internes, comme il est montré en
[64] et en [9]. Cependant, contrairement a I'algorithme Offset, qui utilise une deux-
iéme couche cachée pour calculer la parité, si le neurone de sortie détecte que les
représentations internes ne sont pas linéairement séparables, Monoplan augmente la
dimension de la couche cachée jusqu’a ce que les représentations internes deviennent
linéairement séparables.

Pour illustrer le fonctionnement de Monoplan, considérons le probléme a deux
dimensions de la 2-Parité (figure 5.1) : (a) la premiére unité cachée trouve un
hyperplan w; qui permet de bien classer les deux exemples & sortie —1 et 'exemple
a sortie +1 du coté positif de ;. L’exemple positif restant est finalement isolé
par un deuxiéme hyperplan w,. Les représentations internes correspondantes sont
montrées dans la figure 5.2 (Il faut noter qu’il y a seulement 3 représentations
internes différentes).

rrrrrrrrrrrrrorr 7 rrrrrrrrrrr g
10fFoO N\ o - o T=+1 10 e o

05 \ E 05} E

w,={11,1}

w,= {111}
05 - 05 / -

-10f o 0 - -10fo o -

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

(a) (b)

Figure 5.1: La parité a 2 entrées. (a) unité cachée 1. (b) Unité cachée 2.
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L T
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0.0 "
E-z RS
/ w, = {1,-1,-1}
0.5 | 4
-+ -
10} e o 4
| AT SR RS S S U NS U S SRS T S S |
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Figure 5.2: La parité a 2 entrées. Représentations internes.

5.2.1 Initialisation des unités

e Initialisation de la premiére unité.

Compte tenu de la théorie et des résultats expérimentaux présentés au Chapitre
4, la premiére unité est initialisée avec la régle de Hebb.

Dans certains problémes d’apprentissage de fonctions a entrées binaires, comme
la N—parité (voir Chapitre 6), ce mode d’initialisation des poids ne fonctionne
pas, car en raison de la disposition symétrique des exemples de classes opposées
dans 'espace des entrées, on obtient des valeurs @ = {0,0,---,0}. Dans cette
situation il faut initialiser les poids avec une valeur aléatoire.

Initialisation des autres unités.
Il existe plusieurs facons d’initialiser les autres unités cachées. Nous avons

étudié les suivantes :

— 1. Aléatoire. Puisque les nouvelles unités ajoutées doivent corriger les
erreurs de l'unité précédente, cette initialisation ne semble pas étre tres
astucieuse, car elle place I’hyperplan avec une orientation arbitraire.

— 2. Poids de l'unité précédente. Les poids de I'unité h peuvent étre ini-
tialisés en utilisant les poids trouvés pour 'unité h — 1 : W) + Wy_1.
Cependant, des tests sur la N—Parité n’ont pas donné de résultats satis-

faisants.

— 3. Hebb. Rien n’empéche d’utiliser cette initialisation, déja utilisée pour




5.2. Monoplan

la premiére unité, pour les unités suivantes. En effet, nous avons vérifié

qu’elle donne de bons résultats dans la plupart des cas étudiés.

— 4. Initialisation prozimale. Les poids sont initialisés pour assurer ’appren-

tissage d’au moins un exemple v (voir le théoréme de convergence dans

I’Annexe B) qui a été mal classé par 'unité précédente :

—

Zﬁh+1 = T,’:’lﬁh - (1 - Gh)T,I:(ZEh . fy)ég (51)

ou éy = {1,0,---,0} et €, est une petite tolérance : si ¢, = 0, alors
I’hyperplan sera situé exactement sur ’exemple v. Nous utilisons cette
initialisation si le nombre d’erreurs obtenues en initialisant avec la régle

de Hebb n’est pas inférieur a celui de I'unité précédente.

Malgré son élégante simplicité, 'algorithme Monoplan peut avoir des problémes

quand les entrées sont réelles. L’exemple de la figure 5.3 permet de comprendre ot

se trouve la difficulté. En effet, Monoplan ne peut pas trouver la solution simple

(a), avec trois unités cachées, car dans cet exemple chaque unité désapprend des

exemples bien appris par 'unité précédente. La solution trouvée par Monoplan, si

'on utilise I'initialisation proximale, sera comme celle représentée en (b), qui n’est

pas optimale, ni du point du vue de I'apprentissage car elle nécessite un grand

nombre de neurones, ni du point du vue de la généralisation.

0
ol kL 0
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®n o
o)
® o |o |0 © O
o |p . D
o)
O O 'e) O D 'e)
- 0 O ®) d
O 1=+1
(a) o 1 (b)

Figure 5.3: Exemple 1: (a) Solution simple (Les représentations internes de chaque

domaine sont indiquées) et (b) Solution compatible avec Monoplan qui
essaie d’isoler les exemples mal classés.
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Cette difficulté de I'algorithme face aux exemples a entrées réelles est due au fait
que chaque unité cachée doit apprendre des cibles qui sont fonctions des erreurs de
I'unité précédente, et non pas des erreurs a la sortie. C’est pourquoi nous avons
modifié ’heuristique de Monoplan afin de corriger les erreurs du point de vue de la

sortie, en espérant ainsi améliorer la capacité de généralisation.
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5.3 NetLines

Comme nous l'avons vu, il n’est pas nécessaire de corriger toutes les erreurs com-
mises par les unités cachées, car il est suffisant que les représentations internes
soient fidéles et linéairement séparables, pour que 1'unité de sortie puisse apprendre
les classes des exemples. Sil'unité de sortie est entrainée immédiatement aprés avoir
ajouté chaque unité cachée, le réseau peut découvrir que les représentations internes

sont fidéeles et séparables et s’arréter tout de suite.

Ceci nous a suggéré de suivre une stratégie légérement différente pour la croi-
ssance de la couche cachée. Nous avons appelé cette heuristique NetLines : Neural
Encoder Trough pattern LINEar Separations, ou codeur neuronal d’exemples par des

séparations linéaires.

5.3.1 Un exemple

Nous allons décrire la stratégie générale de cet algorithme par un exemple en deux
dimensions (voir figure 5.4). Les exemples dans la région grisée appartiennent a
la classe 7 = +1, les autres a la classe 7 = —1. L’algorithme procéde comme
suit : une premiére unité cachée est entrainée pour séparer le mieux possible les
exemples, et trouve une solution, disons w;, représentée dans la figure 5.4 par la
ligne étiquetée 1, avec la pointe de la fléeche vers le sous-espace positif. Comme il
y a encore des erreurs d’apprentissage, une deuxiéme unité cachée est introduite.
Celle-ci va étre entrainée pour apprendre 75 = +1 pour les exemples qui ont été
bien classés par le premier neurone, et 75 = —1 pour tous les autres (la convention
opposée pourrait étre adoptée, car toutes les deux sont strictement équivalentes).
Supposons que la solution w, est trouvée. Alors, I'unité de sortie est connectée aux
deux unités cachées et est entrainée pour apprendre les sorties originales. Clairement
elle ne pourra pas séparer correctement tous les exemples parce que la représentation
interne & = (—1,1) n’est pas fidéle : il existe des exemples des deux classes qui ont
la méme représentation interne. Le neurone de sortie est alors annihilé, et une
troisieme unité cachée est ajoutée et entrainée pour apprendre les sorties 73 = +1
pour tous les exemples qui ont été correctement classés par le neurone de sortie et
73 = —1 pour tous les autres.

La solution ws est trouvée, et il est facile de voir que maintenant les représenta-
tions internes sont fidéles, i.e. les exemples qui appartiennent & des classes différentes
ont des représentations internes différentes. Donc, I'algorithme trouve 3 frontiéres
qui définissent 6 régions ou domaines dans ’espace des entrées. Il est facile de vérifier
que les représentations internes attribuées a4 chaque domaine, et qui sont indiquées
sur la figure 5.4, sont linéairement séparables. Alors, 'unité de sortie pourra enfin

trouver la solution correcte a ce probléme. Dans le cas ot les représentations internes
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Figure 5.4: Exemple : les exemples dans la région grisée appartiennent a une classe,
ceux de la région blanche, a l'autre. Les lignes (étiquetées 1, 2 et 3)
représentent les hyperplans trouvés avec la stratégie de NetLines. Les
fleches indiquent les sous-espaces positifs correspondants. Les représen-

tations internes de chaque domaine sont aussi indiquées.

fideles ne sont pas linéairement séparables, le neurone de sortie ne peut pas trouver
une solution sans erreurs d’apprentissage, et on doit ajouter des unités cachées pour
apprendre les sorties 7# = +1 pour les exemples bien classés et 7# = —1 pour les
autres.

Le réseau engendré aura H = h unités cachées. En Annexe B est présentée
une solution [44] a la stratégie d’apprentissage qui établit une borne supérieure de
P — 1 au nombre d’unités cachées, (on rappelle que P est le nombre d’exemples a
classer). En pratique I'algorithme finit avec un nombre plus petit que P, comme
nous le montrons au Chapitre 6.

5.3.2 Initialisation des unités

De la méme maniére que pour Monoplan, 'initialisation des unités est importante.
Nous avons choisi d’initialiser la premiére unité avec la régle de Hebb (plus un
nombre aléatoire compris entre [—1, 41] si la régle de Hebb trouve des poids nuls) et
d’utiliser 'initialisation prozimale (5.1) pour les suivants : ceci assure 'apprentissage

d’au moins un exemple v mal classé par la sortie.
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5.4 NetSphéres

Du fait qu’en pratique on a des ensembles d’apprentissage ayant un nombre fini
d’exemples, le probléme de la figure 5.4 pourrait étre résolu par seulement deux
unités sphériques qui, en isolant les exemples dans les régions blanches, rendraient
les représentations internes séparables par un perceptron a la sortie. C’est pourquoi
nous avons pensé a combiner ’heuristique de NetLines avec les unités sphériques
présentées au Chapitre 4.

L’algorithme NetSphéres construit un réseau de neurones a une couche cachée
d’unités sphériques, et une unité de sortie binaire. Cet algorithme suit la méme
heuristique de croissance que NetLines, mais pour l’entrainement des perceptrons
de la couche cachée il utilise I'algorithme Minimerror-S avec la nouvelle stabilité
sphérique A définie par (4.33) (respectivement Ao, définie par (4.37)). Ceci permet
d’engendrer des perceptrons & séparation hypersphérique qui font des séparations
entre classes en utilisant des hypersphéres et non pas des hyperplans. Cependant,
la sortie reste un perceptron linéaire tout a fait comme avec NetLines ou Monoplan.

Les critéres de convergence de NetLines restent valables pour NetSphéres, car il
est évident que le nombre d’erreurs d’apprentissage diminue si I’on rajoute des unités
dédiées a isoler les exemples mal classés dans une mer d’exemples bien classés.

Les cibles a apprendre par les unités cachées sont définies de la méme maniére
qu’avec NetLines, mais il se peut que ceci ne soit pas I'unique choix : le dernier
exemple a la fin de ce chapitre montre qu’on pourrait avoir besoin de beaucoup
d’unités cachées pour résoudre certaines taches. C’est pourquoi nous pensons que
NetSphéres reste un algorithme expérimental, car il faudrait réaliser plus de tests
pour le mettre au point. La combinaison d’hyperplans et d’hypersphéres qui engen-
drerait une heuristique hybride peut étre une autre voie a explorer.

5.4.1 Initialisation des unités

e Premiére unité.
On initialise 'unité h = 1 avec un centre ;, placé sur le barycentre des exem-
ples, calculé par I'équation (4.44) et un rayon initial pg défini par 1’équation
(4.45).

e Initialisation des autres unités.
— La deuxiéme unité est placée sur un exemple £ choisi au hasard, parmi

ceux qui n’ont pas été bien classés par la premiére unité, (of # V), le

rayon pg est initialisé a un petit nombre réel.
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— Les centres des unités suivantes (h > 2) sont placés sur un exemple £”
choisi au hasard, parmi ceux qui n’ont pas été bien classés par 'unité de

sortie (C¥ # 1V).
5.4.2 Exemples

e Exemple 1. Dans la figure 5.5 nous montrons le probléme classique de la parité
(équivalent au XOR) & 2 entrées.

| L T
10Fo o T=+]1
[ (e} 1=-1
05}
0,0k w, ={-0.8,-0.8} p,=22 -
Ez B .
w, ={1.0,1.0} p,=2.3
05F -
-10Ff e o 4
| I Y W W N ST SR W TR SO T SN SR S R T SR S S |
-1,0 -0,5 0,0 0,5 1,0

Figure 5.5: La parité a 2 entrées. Un réseau a deux perceptrons sphériques
et wo permet de trouver la solution. Les représentations internes sont
séparables et 'unité linéaire ¢ avec des poids W = {—1.0,1.0, 1.0}, donne
la sortie finale.

e Exemple 2. Dans la figure 5.6 nous montrons un probléme avec P = 200 ex-
emples disposés de facon non séparable. La région de gauche a P; = 8 exem
ples a sortie 7 = —1, l'autre en a P, = 9. La distribution des P = 200
exemples a été tirée au hasard, et la classe a été donnée par un réseau pro-
fesseur avec les paramétres suivants : centre gauche wj = {—0.50,0.00} et
droit w} = {+0.50,0.00} ; rayons p; = pa = 0.50.
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Figure 5.6: Exemple bidimensionnel (montré dans la figure 4.17) engendré par un
réseau professeur. Un réseau a perceptrons sphériques trouve la solution
commengant par la région de droite (qui a un nombre plus important
d’exemples). Une deuxiéme unité permet d’isoler la région de gauche.

Un perceptron linéaire donne la sortie finale.

{ sortie

[]
3 &, =1

Figure 5.7: Réseau engendré par NetSphéres pour le probléme de la figure 5.6. On
montre les poids @; = {0.49,0.00}, @y = {—0.50,0.02} et les rayons
(biais) correspondants p; = 0.20, p» = 0.24 pour les unités cachées, et
pour la sortie ¢, W = {—0.88,1.06,1.05}.
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L’initialisation sur le centre de gravité donne @(0) = {0.02,0.03}. A partir
d’ici, le premier centre va évoluer jusqu’a se situer sur w; = {0.49,0.00},
avec un rayon final de p; = 0.21. La deuxiéme unité va se situer sur wy =
{-=0.50,0.00}, et un rayon de py = 0.24 ; donc toutes les deux assez proches du
réseau professeur utilisé pour générer les exemples. La sortie finale est donnée
par un perceptron simple avec des poids W = {—0.88,1.06,1.05}. Dans la
figure 5.7 on a représenté le réseau final.

Exemple 3. Dans la figure 5.8 nous montrons le probléme d’isolation de coins
(emprunté a [67]), qui a P = 9 exemples disposés de fagon non linéairement
séparable. L’initialisation sur le centre de gravité donne @(0) = {0.0,0.0}. A
partir d’ici, la position du centre va stagner mais le rayon va grandir jusqu’a
ce qu'il soit p(t) = 1.22. Par comparaison, nous montrons aussi une solution
typique avec NetLines : quatre hyperplans Hy, H,, H3 et H4 sont nécessaires
pour séparer les classes.

T \
o . ® T1=+1
o 1=-1
NetLines (H=4)
I Hiy=+x- 1.225
_______ H,:y = +x + 1.220
—H, y=-12x+1.694
—H . -x-1.509
o SE .
o)
1
0.0
NetSphéres avec \"
El p=1.22 w=(0.0,0.0)

Figure 5.8: Exemple bidimensionnel d’isolation de coins [67]. Tandis qu'une seule

unité sphérique est suffisante pour isoler les coins, on a besoin des quatre
hyperplans trouvés par NetLines, pour faire la méme séparation.
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e Exemple 4. Dans la figure 5.9 nous montrons le probléme non linéairement
séparable de la figure 4.16, Chapitre 4. Un réseau avec h = 8 unités cachées a
été créé par NetSpheéres. Bien que la solution puisse apprendre tout I’ensemble
d’apprentissage, elle n’est pas optimale : il aurait suffit de deux sphéres pour
apprendre la structure du professeur. Ce probléme n’est pas di aux initial-
isations des unités, mais surtout a la maniére dont on a choisi les cibles a

apprendre par les unités cachées.

W

o T=+1
o 1=1
+ Centre de gravité

1.0

0.5

W, w 5

Figure 5.9: Méme exemple bidimensionnel que dans la figure 4.16. On a besoin de
huit sphéres pour rendre les représentations internes séparables.

5.5 Deégénérescence des représentations internes

Dans les trois algorithmes décrits, on associe une représentation interne ¢* a chaque
exemple u = 1,---, P. Ainsi, il se peut que plusieurs exemples soient associés a un
méme état dans la couche cachée. Par exemple, dans le probléme du XOR les quatre
exemples peuvent étre associés a seulement trois états o différents (figure 5.2) 1. Ceci
est un phénoméne désirable qu’on appelle contraction de [’espace d’entrées. En effet,
pour P exemples appartenant a ’ensemble d’apprentissage £, on n’aura que P, < P

représentations internes 6 ; v =1,---, P,.

'En général, pour la N-Parité on aura N + 1 représentations différentes.
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Du point de vue du perceptron de sortie il est suffisant d’apprendre les Py
représentations internes différentes, en négligeant celles qui sont répétées, soit dégé-
nérées. En pratique, nous avons trouvé que un grand nombre de représentations
internes répétées peut compliquer (voire empécher) le positionnement correcte de
I’hyperplan séparateur au niveau du neurone de sortie avec Minimerror.

En effet, si une représentation interne est trés dégénérée, elle contribue avec
un coefficient ¢* (voir I’éq. (4.8) au Chapitre 4) multiplié par sa dégénérescence
(quantité de répétitions). Par exemple, dans le cas extréme on on n’aurait que

deux représentations internes différentes : o' et o?

1 2

, avec un seul exemple associé

et P — 1 exemples associés a 02, o
1

ao est trés dégénérée. Si P est trés grand,

la contribution de o' & I'apprentissage sera trés faible. Dans ce cas, Minimerror
placera 'hyperplan trés prés de o2, et aura besoin de beaucoup d’itérations. Puisque
si deux représentations internes identiques sont fidéles, elles ne peuvent pas donner
des sorties différentes. Pour l'apprentissage de la sortie, il est donc suffisant de
garder seulement les représentations internes qui sont différentes. C’est pourquoi
nous gardons une liste avec les représentations internes et leurs sorties, dont le code
binaire (représenté comme un entier en puissances de 2) est différent. Cet ensemble
constitue 'ensemble d’apprentissage non dégénéré {6 , 7} ; v =1,--- P, que
nous utilisons pour I’apprentissage du perceptron de sortie. Cette procédure présente
I’avantage d'un apprentissage plus. La solution obtenue est plus robuste au sens de

la Sous-section 4.2.4.

5.6 Généralisation a des problémes de plus de 2

classes

Dans cette section nous présentons une mise en ceuvre qui permet de traiter des
problémes ayant un nombre de classes supérieur a deux.

La facon usuelle de résoudre des problémes ayant plus de deux classes, consiste a
générer autant de réseaux que de classes. Chaque réseau est entrainé pour séparer les
exemples d'une des classes de tous les autres. Une stratégie de compétition du type
"le gagnant prend tout" Winner-Takes-All (WTA ), basée sur la valeur de la somme
pondérée des sorties en ’équation (2.20), est utilisée pour décider la classe si plus
d’un réseau reconnait I'exemple présenté. Comme nous utilisons des poids qui ont
été normalisés, dans notre cas la somme pondérée a la sortie n’est autre chose que
la distance a I’hyperplan séparateur de la représentation interne de 1’entrée. Tous
les exemples avec la méme représentation interne donneront donc, la méme valeur
de la somme pondérée, de facon indépendante de la position relative de ’exemple
dans l'espace des entrées. Une forte somme pondérée du neurone de sortie n’est

pas inconsistante avec de petites sommes pondérées au niveau des neurones cachés.
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Donc, une décision naive du type WTA pourrait ne pas donner de bons résultats,
comme montre I’exemple décrit dans 6.3.4.

Réseau 1
Sous-réseau 1
1/(2,3)
2/3
Réseau 2
- VOTE
2/(1,3) Sous-réseau 2
’ — ¢
1/3
Réseau 3
Sous-réseau 3
3/(1,2)
1/2

Figure 5.10: Un arbre de réseaux a trois classes : le réseau 1 sépare la classe 1
(1 = +1) des deux autres 2,3 (7 = —1) ; le sous-réseau 1 sépare la
classe 2 (1 = +1) de celle 3 (1 = —1). La procédure pour les autres

réseaux (et sous-réseaux) est similaire.

Nous proposons une mise en ceuvre pour des problémes a plusieurs classes, qui
résulte en une architecture d’arbre de réseaux. Elle est plus complexe que le WTA,
et peut étre appliquée a n’importe quel classifieur binaire. Supposons que nous avons
un probléme & C' > 2 classes. On doit d’abord choisir dans quel ordre les classes
seront apprises, soit (¢, cs,---,cc). Cet ordre constitue une séquence particuliére
d’apprentissage. Etant donné une séquence particuliére d’apprentissage, un premier
réseau apprend a séparer les exemples de la classe ¢;, auxquels nous attribuons
arbitrairement la cible 77 = +1, de tous les autres (qui auront des sorties 7, =
—1). La convention opposée est tout a fait équivalente, et pourrait étre utilisée.
Aprés I'apprentissage, tous les exemples de la classe ¢; sont éliminés de ’ensemble
d’apprentissage. Un deuxiéme réseau est entrainé a séparer les exemples de la classe
co des autres. Ce procédé, réitéré avec des ensembles d’apprentissage de taille de plus
en plus petite, engendre C' — 1 réseaux hiérarchiquement organisés : les sorties sont
des séquences ordonnées 5 = {¢, (- ,Cc1}. La classe attribuée a un exemple
est ¢;, ou i est le premier réseau de la séquence ayant une sortie +1 ({; = +1 et
¢; = —1 pour j < i). On néglige alors les sorties des autres réseaux (j > 7). Dans
la figure 5.10 est représenté un arbre de réseaux pour un probléme & trois classes.
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La performance de ces arbres peut dépendre de la séquence d’apprentissage
choisie. C’est pourquoi, il est convenable d’attribuer la sortie par le vote d’un
nombre impair de réseaux entrainés avec des séquences d’apprentissage différentes.
Nous avons vérifié empiriquement, comme il est montré dans la section 6.3.4, que ce

vote améliore les résultats obtenus avec des arbres de réseaux isolés.

5.7 Conclusions

Nous avons présenté une description formelle de trois nouvelles heuristiques de crois-
sance pour des problémes de classification.

L’algorithme Monoplan a été concu initialement pour des problémes a entrées
binaires. Chaque unité cachée linéaire sert a corriger les erreurs commises par ['unité
précédente. La croissance du réseau est limitée quand I'ensemble d’apprentissage a
été bien appris. Cependant, pour des problémes a entrées réelles, nous avons montré
que cette stratégie peut engendrer des réseaux qui ne sont pas optimaux.

(C’est pourquoi nous avons développé une stratégie légérement différente pour la
croissance de la couche cachée. L’algorithme NetLines corrige les erreurs d’appren-
tissage qui sont détectées a la sortie du réseau, ce qui nous a permis, en principe de

résoudre des problémes a entrées réelles, plus difficiles avec moins d’unités.

L’algorithme NetSphéres suit la méme stratégie de croissance de NetLines, mais
en utilisant des perceptrons sphériques et non pas des perceptrons linéaires. Ainsi,
nous avons montré que certains problémes a entrées réelles peuvent étre résolus plus

facilement avec cette stratégie.

Dans les trois cas, 1’élimination des représentations internes dégénérées permet

de trouver la solution la plus stable & la sortie.

Une généralisation a des problémes de classification a plus de deux classes en
utilisant des réseaux en arbre et un vote a été aussi proposée. Cette méthode a
I’avantage de pouvoir étre utilisée par n’importe quel algorithme de classification
binaire.
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Chapitre

Tests et applications

6.1 Introduction

TOute nouvelle approche doit étre évaluée et testée sur des applications. Les algo-
rithmes d’apprentissage Minimerror-(L./S), et les trois nouvelles méthodes incrémen-
tales présentées, ont été testés avec des problémes étalon plus ou moins académiques :
les problémes de Monks, les trois formes d’ondes de Breiman, et le probléme de deux
domaines ou plus ; et des problémes bien connus plus réalistes : la classification des
échos de sonar, celle des iris, le diagnostic du cancer du sein a partir de prélévements
et l'identification de cas de diabéte.

Dans toutes les applications, nous analysons la taille du réseau engendré, qui
est une mesure de sa complexité, ainsi que ’erreur de généralisation. L’erreur de
généralisation peut étre estimée par plusieurs méthodes empiriques. Nous com-
mengons par un rappel de certaines de ces méthodes avant de décrire les résultats
des tests.

6.2 Estimations empiriques de ’erreur de générali-

sation

En pratique, le nombre de données disponibles est limité. Il faut utiliser des mesures
empiriques pour estimer les performances des réseaux. Une question se pose main-
tenant : comment mesurer réellement I’erreur d’apprentissage et la capacité de
généralisation ?

On cherche & mesurer l'erreur de prédiction du réseau, mais ne disposant que
d’un ensemble fini de données, il n’est pas possible de calculer exactement la valeur
des intégrales (2.22) et (2.25), il faut donc 'estimer. Pour cela il existe des mesures

empiriques qu’on verra dans la présente section.
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Soit D = P + G le nombre total d’exemples disponibles. On peut diviser ces
données en deux sous ensembles : L* avec P exemples et un ensemble de G' exemples
g:{guﬂ-u} cu=1,--,G.

On fait apprentissage sur I’ensemble £ et on mesure la capacité de généralisa-
tion sur G

Cette méthode utilise en effet I'information contenue dans deux ensembles d’ap-
prentissage : L et celui de validation. En problémes de classification nous n’avons
pas constaté ce phénomeéne de sur-apprentissage, alors nous utilisons que I'information
disponible dans ’ensemble £ et arrétons 'apprentissage quand ¢, = 0. L’erreur
d’apprentissage ¢, est estimée par &;, la fraction d’exemples qui ont été mal appris
ou non appris par le réseau :

~

Et =

iNgE

1

— O(—THCH 6.1

=Yoo= (61)
p=1

L’erreur de généralisation €, peut étre estimée par é,4, la fraction d’exemples de G

que le réseau classe mal :

G
= é PCIEEE (6.2)
p=1
Pour obtenir des valeurs significatives, il faut effectuer la moyenne des perfor-
mances mesurés sur un nombre [ = 1, - - -, L statistiquement pertinent d’expériences,
chacune étant associée & des ensembles L£f* et G différents choisis au hasard [48].
Deux méthodes que nous utiliserons par la suite sont :

e 1. Hold-out. Pour obtenir des résultats non biaisés, il faudrait faire I’apprenti-
ssage et le test sur toutes les (g) combinaisons possibles, mais en pratique on
ne fait qu'un nombre suffisant V' d’essais. L’erreur de généralisation est alors

estimée par :

Q

_ 1 =Y LY o=t (6.3)

u=1

e Leave-one-out. Dans le cas d’un ensemble de données assez réduit, on utilise
une partition particuliére : on prend D-1 exemples pour apprendre et 1 seul
pour le test, et on calcule ensuite les performances moyennes sur toutes les (11) )
combinaisons possibles, dans ce cas sont réduites & D, et 'erreur de générali-

sation est estimée par :
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6.3 Problémes étalon

Les problémes étalon permettent de comparer un algorithme avec d’autres quand ils
sont confrontés a la méme base d’apprentissage et dans les mémes conditions de test,
étant donné qu’on connait la solution. Il est possible ainsi d’étudier les performances
d’apprentissage et de généralisation, mais aussi de mesurer la complexité (ressources
utilisées pour une tache, comme le nombre d’unités cachées ou le nombre de poids)
du classifieur.

Nous avons évalué les algorithmes présentés au chapitre précédent sur des pro-

1A entrées binaires : la N-Parité, les trois problémes de Monk’s et

blémes étalon
le probléme de deux domaines ou plus. Parmi les problémes a entrées réelles, nous
avons étudié : la classification des échos sonar, des iris, les trois formes d’ondes de

Breiman et les diagnostics de cancer du sein et de diabéte.

La N-Parité

L’une des premiéres taches que nous avons considérée est I'apprentissage de la N-
Parité avec les algorithmes Monoplan et NetLines. Bien qu’on sache que le nombre
optimum d’unités cachées qui permet de résoudre ce probléme avec un réseau a une
couche cachée sans rétroactions est H = N, plusieurs tentatives [73| avec la RPG et
d’autres approches non constructives n’ont pas réussi a trouver cette solution. Dans
la N-Parité, le probléme est assez difficile pour la premiére unité : si I’hyperplan
correspondant est bien situé, il permettra de trouver le nombre minimum de fautes
(erreurs), et étant donné la géométrie symétrique du probléme, le reste est moins
difficile & résoudre.

Mais, quel est le nombre minimum de fautes pour la N-Parité 7 pour trouver ce
nombre, considerons d’abord la figure 6.1a, pour la 2-Parité, le vecteur w,; sépare
I’espace d’entrée, ot on voit que les exemples ;1 = 2,3 et 4 sont bien classés, tandis
que I'exemple & sortie négative u = 1 est mal classé : j; fait donc (et on ne
peut pas faire mieux), une erreur. Pour la 3-Parité il faut considérer un espace
a trois dimensions. Dans la figure 6.1b, le vecteur w; classe bien les exemples
w=1,2,3,6,7,8 et ceux = 4,5 sont mal classés ; alors, il fait deux fautes.

IToutes les bases de données des problémes de cette Section ont été prises sur le site UCI a
Padresse Internet http://www.ics.uci.edu/ mlearn/MLRepository.html, sauf pour les problémes de la
N-Parité et celui de 2 domaines ou plus.
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Figure 6.1: La N-Parité : (a) N=2 et (b) N=3 entrées.

Vg | Vo Y1 Vo V3 V4 Vs Vg Vr I f*
N|- + - + - + - + - | Erreurs
211 2 1 1
311 3 3 1 2
411 4 6 4 1 5)
5|1 5 10 10 5 1 10
6 |1 6 15 20 15 6 1 22
71 7 21 35 35 21 7 1 44
811 8 28 56 70 56 28 8 1 93

Tables 6.1: Nombre minimum de fautes pour la N-Parité

En généralisant ce résultat, et puisque les sorties sont disposées de facon symétrique,
on peut construire le tableau 6.1, qui représente le triangle de Pascal, ol on a défini

la distribution des sommets 1, par les coefficients du bindéme v, = (]]Z) k=
0,1,---,N. Cette distribution alternée des sommets a sortie —1 ou +1 est séparée

par des hyperplans successifs. Si 'on prend N = 3, on a un exemple a sortie —1
(1), trois a sortie +1 (vy), trois a sortie —1 (1) et un a sortie +1 (v3). L’hyperplan
séparateur qui minimise le nombre d’erreurs doit se situer entre v, et v, ce qui donne
deux fautes. La derniére colonne représente le nombre minimum de fautes pour la
N-Parité commises par un perceptron a /N entrées. D’oil, une analyse a montré que

ce nombre, qu'on désignera f* est :
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6.3. Problémes étalon

* _ — ¢ 21?
p_ P =2) 2 (opiin) 12,5, (6.5)

fAF(IN=2p+1)= 2f*(2p)

Nous ’avons corroboré expérimentalement en résolvant le probléme de la N-Parité
pour 2 < N < 11, toujours avec H = N unités cachées [94].

Ce probléme nous a permis entre autres, de régler les trois paramétres libres
de Minimerror-L (¢,03,¥ = (3,/0_) et de vérifier que le nombre d’erreurs f(N)
trouvé par la premiére unité cachée h = 1 de Monoplan (ou NetLines) correspondait

effectivement au nombre minimum de fautes.

6.3.1 Un cas linéairement séparable : I'identification des échos

du sonar

La base des échos sonar [46] a été largement utilisée pour tester plusieurs algorithmes
d’apprentissage [5, 4, 12, 20, 54, 82, 84, 91, 104]. Dans ce probléme le classifieur
doit discriminer si un écho sonar était produit par un cylindre de métal ou par un
rocher trouvé dans le méme environnement. La base contient 208 spectres de sonar
pré-traités définis par N = 60 valeurs réelles dans la gamme [0, 1], et leur classe
correspondante. Parmi ceux-ci, les premiers P = 104 exemples sont habituellement
employés comme ’ensemble d’apprentissage qui détermine les paramétres du clas-
sifieur. La fraction d’exemples mal classés parmi les restants G = 104 spectres,
I’ensemble de test, est employé pour estimer l'erreur de généralisation produit par
lalgorithme d’apprentissage. On a défini arbitrairement 7 = +1 pour les mines et
7 = —1 pour les rochers.

En étudiant cette base avec Minimerror-L [95, 10, 98] nous avons trouvé que non
seulement ’ensemble d’apprentissage (i.e. les premiers P = 104 exemples appelés
ci-aprés I’ensemble standard d’apprentissage) et 'ensemble de test (i.e. les derniers
G = 104 exemples) de la base sont tous les deux linéairement séparables, fait déja
rapporté dans [47, 95|, mais aussi que I’ensemble complet de P 4+ G = 208 exemples
est linéairement séparable. L’erreur de généralisation des poids wp qui séparent
I’ensemble standard d’apprentissage est ¢, = 0.22, correspondant a 23 erreurs de
classification sur ’ensemble de test. Une erreur de généralisation plus faible peut étre
obtenue en arrétant I'algorithme avant la convergence. Notre meilleure performance
de généralisation, £, = 0.15 (16 erreurs), a été obtenue en arrétant I’apprentissage
avec 8 erreurs (nous désignons wp, les poids correspondants). Cependant, la perfor-
mance générale (erreurs d’apprentissage et test ensemble) est pire que celle obtenue
avec les poids wp. En entrainant avec les exemples de test, habituellement utilisés

comme ensemble de test, nous déterminons les poids wWg qui séparent linéairement
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I’ensemble de test. L’erreur correspondante de généralisation estimée en utilisant
les P premiers exemples comme ensemble de test est €, = 0.23 (24 erreurs). Enfin,
en entrainant avec ’ensemble complet de P + G = 208 exemples, les poids wWp, g
séparent tous les exemples, montrant que cette base est linéairement séparable.

Les poids w obtenus en entrainant avec différents ensembles sont normaux a
I’hyperplan séparateur correspondant. Les projections des exemples d* = u'f-g"/\/ﬁ,
sont proportionnelles & la somme pondérée |d*|, qui est la distance de I'exemple p
a I'hyperplan, tandis que signe(d*) est la sortie du réseau a I’exemple p. Nous
représentons dans la figure 6.2 les valeurs de d* correspondant a wp et & Wp,q,
comme une fonction du numéro de I’exemple dans la base. On voit que les poids wp
correspondent a une solution robuste : il y a une marge de largeur x = 0.1226 libre
d’exemples, sur les deux cotés de ’hyperplan. Cet écart est beaucoup plus réduit
(k = 0.00284) —a peine visible sur la figure— pour la solution séparant I’ensemble
complet de données, montrant que c’est un probléme beaucoup plus difficile.
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Figure 6.2: Distance des exemples a ’hyperplan séparateur, avec un signe correspon-
dant a la sortie actuelle du perceptron. La classe correcte est 7# (7# = +1
pour les mines, 7# = —1 pour les rochers). (a) Hyperplan déterminé avec
’ensemble d’apprentissage standard (qui contient les premiers P = 104
exemples de ’ensemble total), montrant les 23 erreurs sur I’ensemble de
test. (b) Hyperplan déterminé avec ’ensemble d’apprentissage total de
P + G = 208 exemples.
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6.3.2 Entrées binaires
Les trois problémes de Monk

L’intérét de ces problémes est qu’ils ont déja servi de test a plusieurs autres méth-
odes d’apprentissage, symboliques et/ou numeériques [92]. Ces sont des problémes
de logique, qui peuvent étre énoncés a partir de six attributs sensés caractériser des
robots, comme on le montre dans le tableau 6.2.

variable valeurs
T Forme de la téte cercle, carré, octogone
Ty Forme du corps cercle, carré, octogone
x3 Sourie ? oui, non
Ty Que porte-t-il ? épée, ballon, drapeau
T Couleur de la veste | rouge, jaune, vert, bleu
X A-t-il une cravate ? | oui, non

Tables 6.2: Attributs pour les trois problémes de Monk’s.

Chaque probléme est une proposition logique, que le réseau doit découvrir, en
attribuant une sortie 7 = +1 aux configurations d’entrée pour lesquelles la propo-
sition est vraie, ou 7 = —1 si elle est fausse. Le réseau de neurones est construit
par l'apprentissage de P exemples parmi les D = 432 exemples possibles. Les
trois propositions, et le nombre d’exemples dont on dispose, sont montrés dans le
tableau 6.3.

Probléme ‘ Description Nombre d’exemples P
M, (z1 = x9) OU (x5=rouge) 124
M, Exactement deux attributs parmi les six | 169

prennent leur premiére valeur
My (zs=vert ET x4=épée) OU 122 (bruités)
(x5 #bleu ET xs=o0ctogone)

Tables 6.3: Les trois propositions logiques des problémes de Monk’s.

Nous avons codé les attributs z; ; j = 1,---,6 avec N = 17 variables binaires
& ;i=1,---,N, de la méme fagon que les méthodes neuronales (RPG et Cascade
Correlation), pour travailler dans les mémes conditions [92].

Une difficulté supplémentaire a été introduite dans Mj : ’ensemble d’appren-
tissage contient 5% d’exemples incorrectement classés. Nous présentons dans les
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figures 6.3-6.5, les performances en généralisation de NetLines et celle de plusieurs
autres méthodes sur les trois problémes. Cette performance est mesurée par le pour-
centage d’exemples de test (les G = 432— P exemples n’appartenant pas a I’ensemble
d’apprentissage) qui ne sont pas bien classés par le réseau.

Dans les problémes sans bruit (M; et M), NetLines atteint &, = 0 en appren-
tissage et ¢, = 0 en généralisation. Par contre, lorsqu’il y a du bruit dans la
base d’exemples (comme c’est le cas dans M3), ni NetLines ni les autres méthodes
neuronales n’arrivent & extraire la proposition sous-jacente. NetLines extrait une
proposition compatible avec tous les exemples, méme ceux qui sont erronés, ce qui
explique une moins bonne performance en généralisation. Dans le cas de NetSphéres,
il atteint une performance inférieure avec 5 unités cachées, montrant que la solution

sphérique n’est pas optimale dans ce probléme.
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Le probléme de 2 domaines ou plus

Dans ce probléme [27] le réseau doit discriminer si le nombre de domaines dans un
anneau de N bits est strictement plus petit que 2 ou non. Un domaine est une
séquence de bits identiques entourée par des bits de 'autre type, sans une limite
précise. Les exemples sont engendrés par une méthode de MonteCarlo dans laquelle
le nombre moyen de domaines est controlé par un paramétre k£ [68]. Nous avons
généré des ensembles d’apprentissage de P exemples avec k = 3, correspondant a
un nombre moyen de domaines de = 1.5, pour des anneaux de N = 10 et N = 25
bits.

0.5
[ 2ormoreclumps ] [ 2 or more clumps ]

A
Y= Backprop N=10 - N=25 -

0.4 A Stepwise 4 F %}‘ T T /“mg’Gthh 4
T A / 1T Y I ]
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Figure 6.6: Deux domaines ou plus pour des chaines de deux tailles, N =10 et N =
25. Erreur de généralisation ¢, vs. taille de I’ensemble d’apprentissage
P, pour différents algorithmes. N = 10: RPG [88|, Stepwise [57]. N =
25 . Tiling |68|, Upstart [31]. Les résultats avec I'algorithme Growth
[72] sont indiscernables de ceux de Tiling a I’échelle de la figure. Les
résultats de Monoplan et NetLines sont des moyennes sur 25 tests.

L’erreur de généralisation correspondant a plusieurs algorithmes d’apprentissage,
calculée sur des ensembles de test indépendants, mais de méme taille que les ensem-
bles d’apprentissage, i.e. G = P, sont montrés dans les figures 6.6 en fonction de
P. Les points avec des barres d’erreur correspondent a des moyennes sur 25 essais.
Les résultats avec NetLines, Monoplan et Upstart pour N = 25 ont presque les
mémes performances quand on fait I'apprentissage jusqu’a avoir zéro fautes. Nous
avons essayé 'effet d’arréter avant de tout apprendre (early stopping), en imposant
un nombre maximal de H unités cachées. L’erreur résiduelle d’apprentissage ¢, est
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montrée dans la méme figure, comme une fonction de P. On voit que, arrétant tot
I'apprentissage, on a un léger accroissement de I'erreur de généralisation €4, mon-
trant que les unités cachées au-dela de 2 ne produisent pas de sur-apprentissage. Le
nombre de poids employé par différents algorithmes en fonction de P est montré en
échelle logarithmique, dans les figures 6.7. Il apparait que la stratégie de NetLines
est légerement meilleure que celle de Monoplan, par rapport a la généralisation et
taille du réseau. L’avantage de Monoplan, qui n’a pas besoin d’entrainer 'unité de
sortie aprés chaque unité cachée, est perdue parce qu’il termine avec un plus grand
nombre d’unités cachées.
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Figure 6.7: Deux domaines ou plus. Nombre de poids (échelle logarithmique) vs.
taille de I’ensemble d’apprentissage P, pour N = 10 et N = 25. Les
résultats de Monoplan et NetLines sont des moyennes sur 25 tests. Les
références sont les mémes que dans la figure 6.6.

6.3.3 Entrées réelles

Le diagnostic du cancer du sein (Wisconsin Data Base)

Les exemples de cette base [106] & N = 9 attributs servent a caractériser des échan-
tillons cytologiques du sein, classés comme bénins ou malins (voir le tableau 2.1 du
Chapitre 2). Nous excluons de I'apprentissage les 16 exemples qui ont l'attribut &g
(noyauzr) manquant. Parmi les D = 683 exemples restants, les deux classes sont
représentées irréguliérement : 65.5% des exemples étant bénins. Nous étudions la
performance en généralisation des réseaux entrainés avec des ensembles de plusieurs

tailles P. Les P exemples pour chaque test d’apprentissage étant choisis au hasard,
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sans qu’il soit nécessaire d’équilibrer le nombre d’exemples de chaque classe. Dans
la figure 6.8a, I'erreur de généralisation du classement de G = D — P exemples est
montrée comme une fonction du nombre correspondant de poids dans une échelle
logarithmique. Pour comparaison, les résultats obtenus avec un perceptron entrainé
avec Minimerror-I. avec P = 75 exemples est inclus dans la méme figure. Les
résultats, moyennés sur 50 tests indépendantes pour chaque P, montrent que les
deux algorithmes NetLines et Monoplan ont de faibles ¢, et nécessitent moins de
paramétres que d’autres algorithmes.

Le réseau entrainé peut étre employé pour classer les exemples avec des attributs
manquants. Le nombre d’exemples parmi les 16 cas avec I’'attribut manquant, est
montré comme une fonction de & dans la figure 6.8b. Pour des grandes valeurs de
& 1l v a des décalages entre le diagnostic médical et le diagnostic du réseau sur la
moitié des cas. C’est un exemple de la sorte d’information qui peut étre obtenue
dans des applications pratiques.

0.06
[ Breast cancer (a) 1 F Breast cancer (b)
- Minimerror (P=75) 1 F b
0.05 |- 1 [ O MonoPlane N
[ . 3 1t > ]
NetLines (P=160) 5 1T @ NetLines

MonoPlane (P=160)

0.04 _ / }2 _ _ . = -
[ — 6] [ e ’ :
0.03 | lé\ iF % .

ooz | [ 1f e :
=S 1fidee® 5

0.01 | . -%" .
[ NetLines - 1 [ ]

MonoPlane
0_00'..| R Y | R a1 Lo 1 1 1 1 1 1 1 1 1]
10 100 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Number of weights Possible values of attribute &

Figure 6.8: Classification du cancer du sein. (a) ¢, calculé par plusieurs algorithmes
comme une fonction du nombre de poids (échelle logarithmique) des
réseaux correspondants & P = 525. 1, 2, 3: RPG sans connexions de
'entre vers toutes les unités (court-circuits) [78] ; 4, 5, 6 : RPG avec
des court-circuits 78] ; 7 : Cascade Correlation [23]. Des résultats avec
d’ensembles d’apprentissage plus petits P = 75 et P = 160 (résolus avec
un perceptron simple), sont montrés. (b) Erreurs de classification vs.
valeurs possibles de I'attribut manquant pour les 16 exemples incomplets.
Les résultats de Monoplan et NetLines sont moyennés sur 50 tests.

Dans la figure 6.9 nous montrons les performances obtenues par les trois heuris-
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6.3. Problémes étalon

tiques incrémentales : Monoplan et NetLines ont obtenu les meilleurs performances
en £, et poids, et NetSphéres obtient un nombre plus important de poids, montrant
que le réseau hypersphérique n’est pas optimal dans ce probléme. Malgré tout, un
perceptron hypersphérique obtient des performances comparables en ¢, & Monoplan
et NetLines, mais avec un faible nombre de poids.

0.06
- Breast cancer (c)

0.05 |- ]

0.04 | ]
[ NetSpheéres ]

0.03 |- Minimerror-S N
0.02 | ]

0.01 ]
NetLines ]
Monoplan

0.00---I " " PSR |
10 100

Number of weights

Figure 6.9: Classification du cancer de sein. (c¢) Erreur de généralisation ¢, calculée
par Monoplan, NetLines et NetSphéres comme une fonction du nombre
de poids (échelle logarithmique) des réseaux correspondants & P = 525
exemples. Moyennes sur 50 réseaux indépendants.

Le diagnostic de diabéte

Dans ce probléme [66, 78] il y a D = 768 exemples décrits par N = 8 attributs réels
(voir le tableau 6.4), correspondant & ~ 35% de femmes indiennes Pima souffrant
de diabete, les 65% restantes étant saines.

Des ensembles d’apprentissage de P = 576 exemples étaient sélectionnés au
hasard, et la généralisation était mesurée sur les G = 192 exemples restants. Une
comparaison des résultats obtenus par d’autres algorithmes dans les mémes con-
ditions, présentée dans la figure 6.10, montre que NetLines a besoin de moins de

parameétres, et atteint une meilleure performance.
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‘ Attributs ‘ Interprétation

&
&2
€3
€4
&5
3
&7
€s

Nombre de fois enceinte

Concentration de glucose 2 heures aprés un test oral de tolérance
Pression diastolique du sang (mmHg)

Epaisseur de peau dans le triceps (mm)

2 heures sérum insuline (mu U/ml)

Indice de la masse du corps (kg/m?)

Fonction de prédisposition au diabéte

Age (années)

Tables 6.4: Attributs des données pour le diagnostic de diabéte des indiens Pima.
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[ Indians Pima Diabetes

0.28 | -
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0.24 | 1 . -
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Figure 6.10: Diagnostic de diabéte. Erreur de généralisation £, vs. le numéro de

poids (échelle logarithmique). 1, 2, 3: RPG sans court-circuits 78] ; 4,
5, 6 : RPG avec des court-circuits [78]. Les résultats de NetLines sont
des moyennes sur 50 tests.

6.3.4 Problémes a plus de deux classes

Nous avons appliqué nos algorithmes & deux problémes différents, tous les deux a

trois classes.

Nous comparons les résultats obtenus avec une structure du type

le gagnant prend tout (WTA), ou la classification est basée sur les résultats de

trois réseaux, chacun entrainé indépendamment dédie a séparer une classe des deux

autres, pour batir la structure de réseau en arbre. De méme que le nombre de classes

est réduit, nous avons construit les sous-réseaux avec toutes les séquences possibles

110



6.3. Problémes étalon

d’apprentissage. Le vote améliore la performance, comme on I'attendait.

Les trois formes d’ondes de Breiman

Ce probléme a été introduit pour tester la méthode CART [6]. Les exemples d’entrée
sont définis par N = 21 amplitudes réelles z(¢) échantillonnées réguliérement a
intervalles t = 1,2,---, N. Chaque exemple est une combinaison linéaire, convexe
et bruitée de deux parmi les trois ondes élémentaires hy(t), ho(t), et hs(t) montrées
dans la figure 6.11. Il y a trois combinaisons possibles, et la classe de I'exemple
identifie de quelle combinaison il est émis. Les vecteurs d’entrée pour chaque classe

sont engendrés de la maniére suivante :

z(t) = uhi(t)+ (L —u)ho(t) +n(t) ; t=1,---,21 Classe 1
z(t) = uhi(t)+ (L —u)hs(t) +n(t); t=1,---,21 Classe 2
xz(t) = uho(t) + (L —u)hs(t) +n(t) ; t=1,---,21 Classe 3

oll u est une variable aléatoire suivant une loi uniforme de distribution sur 'intervalle

[0,1], et 7, ; t = 1,---,21 des variables aléatoires de moyenne nulle et variance
unitaire. Les classes sont équiprobables.

hi(t)

1 4 7 10 13 16 19 21

ha(t)

1 4 7 10 13 16 19 21t

ha(t)

TP 1 1 1T 1T 1T =
1 4 7 10 13 16 19 21 ¢

Figure 6.11: Les trois ondes de base. Ondes triangulaires centrées sur trois valeurs
différentes de t.
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Bien qu’il soit connu que, due au bruit, ’erreur de classification a une borne
supérieure de ¢, ~ 0.14 [6], nous avons entrainé NetLines jusqu’a ce que 'erreur
d’apprentissage soit zéro.

Nous avons entrainé les réseaux avec les mémes 11 ensembles d’apprentissage
de P = 300 exemples, et faisant pour la généralisation un test indépendant sur un
ensemble de G = 5000 comme dans une récente et trés compléte étude [38]. Nos ré-
sultats, avec les meilleurs résultats d’autres algorithmes (qui atteignaient ¢, < 0.25
dans [38]) sont montrés dans la figure 6.12. Les résultats de NetLines et Monoplan
[97, 96] correspondent a I’erreur d’apprentissage £, = 0. En fait, les résultats obtenus
avec un perceptron simple entrainé avec Minimerror-L ou avec 1’algorithme du Per-
ceptron (qui peut étre considéré comme le cas extréme de early stopping) ne sont
guére améliorés par des réseaux plus complexes. Ici encore nous voyons que, con-
trairement & ce qu’on croyait, apprenant avec un algorithme & croissance ne produit
pas de sur-apprentissage : le résultant £, reste le méme que celui obtenu avec des
réseaux plus petits. Les réseaux engendrés par NetLines ont entre 3 et 6 neurones
cachés, dépendant des ensembles d’apprentissage. La structure du vote des réseaux

en arbre réduit la variance, mais n’améliore pas la moyenne sur ¢,.

0.26 .
Breiman's Waveforms |

0.24 | 4 ]
MonoPlane (WTA) E

022 | 6 .
[ 5 ]

0.20 | }1 -
sg [ ]
0.18 |- 7 35
: 2%3 :

0.16 C Minimerror \ p
[ NetLines (Vote) ]

0.14 :_T,heeret!ea!l!m!t ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _
wTI | Ll s sl MR | MR o

10 100 1000 10000 100000
Number of parameters

Figure 6.12: Les formes d’ondes de Breiman. Erreurs de généralisation de plusieurs
algorithmes moyennés sur 11 tests vs. le nombre de poids (échelle
logarithmique). Les barres d’erreur pour Monoplan et NetLines sont
a peines visibles a I’échelle de la figure. 1 : Discrimination linéaire,
2 : Algorithme du Perceptron, 3 : RPG, 4 : Algorithme génétique, 5 :
Discrimination quadratique, 6 : Fenétres de Parzen. 7 : K-Plus proches
voisins, 8 : Algorithme de Contraintes [38]
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6.3. Problémes étalon

La classification des Iris

Dans ce probléme classique a trois classes, on doit déterminer la classe de plantes
d’iris, a partir des valeurs de N = 4 attributs réels. La base de données de D = 150
exemples, contient 50 exemples de chaque classe. Les réseaux étaient entrainés avec
P = 149 exemples, et 'erreur de généralisation ¢, est la valeur moyenne de tous
les 150 leave-one-out tests possibles. Les résultats de ¢, sont montrés comme une
fonction du nombre de poids dans la figure 6.13. Les barres d’erreur sont disponibles
seulement pour nos propres résultats. Dans ce probléme, le vote des trois arbres,
N1, Ny et N3, formé avec les trois séquences possibles d’apprentissage, améliore la

performance en généralisation.

0.10

[ IRIS database ]
0.08 | .
0.06 | .
- NetLines (WTA) 5 1
€ [ ®3,4 i
9 .04} .
[ 0102 *6 ]
0.02 | / N
- NetLines (vote) L

0.00 " " " " PR S A |

10 100

Number of weights

Figure 6.13: Iris. Erreur de généralisation £, vs. le nombre de paramétres (échelle
logarithmique). 1 : Of fset [64], 2 : RPG [64] ; 4, 5 : RPG, 3 et 6 :
GOT [104].

Autres applications

Outre ces résultats, nous avons fait aussi deux études préliminaires d’applications,
I'une issue du domaine médical : la classification des données du Service de Toxicolo-
gie du Centre Hospitalier Universitaire de Grenoble [22, 26| et 'autre du domaine
industriel : le diagnostic non destructif de failles dans des tuyaux métalliques a par-
tir des mesures magnétiques [74]. Ces études sont encore en cours, mais les résultats

de tests préliminaires sont prometteurs.

113



Chapitre 6. Tests et applications

6.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des comparaisons avec des résultats obtenus
par d’autres algorithmes d’apprentissage sur plusieurs problémes étalon, sur la base
de l'erreur de généralisation et du nombre de paramétres du réseau. Le probléme
des échos sonar, par exemple a montré la qualité de I’algorithme d’apprentissage
Minimerror-L dans des problémes & grande dimension. Le probléme binaire de deux
ou plus domaines, nous a appris quelque chose sur la capacité de généralisation et le
sur-apprentissage : en effet, nous n’avons pas constaté d’amélioration sur l'erreur de
généralisation en arrétant la croissance avant que 'erreur d’apprentissage soit zéro.
Dans les problémes a entrées réelles, nous espérions une performance de NetLines
supérieure a celle de Monoplan, fait que nous avons corroboré sur la classification
de cancer du sein (ou la performance de NetLines est légérement inférieure mais le
réseau est moins complexe) et dans le probléme de classification des diabéte, que
nous n’avons pas résolu avec Monoplan.

Nous avons aussi constaté D'efficacité de la stratégie des réseaux en arbre dans
les problémes a trois classes des ondes de Breiman et de classification des iris. Ainsi,
nous avons montré que les réseaux batis avec Monoplan et NetLines ont des per-
formances en généralisation comparables (voire meilleures) a celles obtenues avec
d’autres méthodes.

En ce qui concerne ’algorithme NetSphéres, on ne peut pas conclure de choses
spécifiques, car il est encore en test. D’autres voies pour ’apprentissage des cibles
des unités cachées doivent étre explorées, ce qui, en principe, devrait réduire le

nombre d’'unités nécessaires et donc, améliorer sa capacité de généralisation.
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Chapitre

Conclusion et Perspectives

DAns ce mémoire, nous avons présenté des algorithmes d’apprentissage constructifs
permettant de générer des réseaux de neurones binaires & une couche cachée, pour
la classification de données.

Le développement d’algorithmes constructifs comporte deux aspects, également
importants. Le premier est la mise au point de 'algorithme d’apprentissage des
unités que l'on sera amenés a ajouter, et qu’on devra entrainer efficacement. Le
deuxiéme est la mise au point d’une heuristique de construction intelligente. La
défaillance de I’'un ou de 'autre a pour conséquence la construction de réseaux trop
grands, voire 'impossibilité d’apprendre et de généraliser correctement.

Dans le travail décrit dans cette thése, nous avons contribué a ces deux aspects.
Nous avons d’abord amélioré les performances d’un algorithme existant, Minimerror-
L, pour l'apprentissage avec des neurones linéaires binaires, et nous avons proposé
une généralisation non triviale, Minimerror-S, permettant ’apprentissage de sépara-
tions hypersphériques. Nous appelons perceptrons sphériques les unités binaires cor-
respondantes. Ces deux algorithmes ont des propriétés théoriques intéressantes, et
présentent des avantages sur d’autres algorithmes car ils permettent ’apprentissage
d’ensembles séparables ou non.

Nous avons développé trois heuristiques pour la construction de réseaux a unités
binaires pour les problémes de classification. Les réseaux engendrés par ces méthodes
sont sans rétroaction avec une seule couche cachée connectée aux entrées, et un

neurone de sortie connecté aux unités cachées :

e Monoplan construit une machine a parité, bien adaptée a des problémes a
entrées binaires. Les unités cachées sont ajoutées successivement, pour corriger

les erreurs de 1'unité précédente.

e NetLines construit un réseau dont la décision de rajouter des unités cachées
est pilotée par 'erreur d’apprentissage du neurone de sortie. Cette heuristique
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est bien adaptée a des problémes a entrées réelles.

e NetSpheéres utilise la méme heuristique que NetLines, mais avec des unités
cachées binaires sphériques.

Ces heuristiques couplent une stratégie d’addition successive de neurones cachés
avec les algorithmes d’apprentissage Minimerror (L/S). Ces algorithmes permettent
une adaptation automatique du classifieur a la complexité de la tache. Les réseaux
construits ont des unités cachées binaires dont les états constituent un codage fidéle
des exemples. Chaque neurone caché définit une frontiére (ou morceau de frontiére)
entre les classes dans l'espace des entrées. L’apprentissage est rapide, parce qu’il
est réduit & celui de perceptrons simples. Des théorémes de convergence (valables
aussi bien pour des entrées binaires que réelles) garantissent qu’une solution avec
un nombre fini de neurones cachés, existe.

Nous avons testé nos méthodes et comparé leurs résultats sur plusieurs prob-
lémes étalon. Les réseaux engendrés par nos stratégies de croissance sont petits,
bien que nous rajoutions des neurones cachés jusqu’a ce que le nombre d’erreurs
d’apprentissage s’annule. Dans les cas ou NetLines batit de plus grands réseaux
que ceux construits par d’autres algorithmes, 1’erreur de généralisation reste faible,
montrant que nos algorithmes constructifs ne présentent pas de phénoméne de surap-
prentissage.

Ce travail ouvre de nouvelles perspectives dans le domaine du développement
constructif de réseaux pour la classification. Parmi celles qui nous semblent promet-

teuses, nous pouvons citer :

e Construction des classifieurs en arbre (comme Neural Tree) en utilisant Mini-

merror-L et/ou Minimerror-S comme algorithme d’entrainement des noceuds.

e Construction d’un classifieur hybride qui combine des hyperplans et des hy-
persphéres.

e Construction d’un réseau a plusieurs couches cachées. Certains études mon-
trent qu’un réseau a deux couches cachées peut étre un meilleur approximateur
qu’un réseau a une seule couche cachée. Des études empiriques, dans le cadre
de la régression, montrent aussi que le nombre d'unités croit exponentiellement
pour des réseaux a une couche cachée, mais polynomialement dans un réseau

A 2 couches cachées.
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Annexes

Algorithmes

DAns cette annexe nous présentons le pseudo-code de nos deux algorithmes d’appren-
tissage de perceptrons linéaires Minimerror-L et sphériques Minimerror-S ; ainsi que
les trois heuristiques incrémentales Monoplan, Netlines et Netsphéres.

On rappelle que I'ensemble d’apprentissage L* = {5“, ™ r=+l,p=1,---,P

est composé de P exemples du type entrée-sortie, et que les représentations internes
o* et la sortie du réseau (* = +1 sont binaires.
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Algorithm 1 Minimerror-L

Require:

LY, N,P
w; <=, &' i=0,---, N {Regle d’'Hebb}
€0 {Pas du gradient}
0.9 {Facteur de décroissance de €}
Bo; {Température initial}; §3; {Decrément de la température}
U <= g—f {Rapport de températures}
a {Condition d’arrét}
Barax {Maximum de bruit}; Iyy4x {Maximum d’itérations}
INITIALISATION
t<=20
B4(0) <= Bo; 66(t) <= 600
Wy <= W
¢" <= signe(s, - &) p=1,--+ P
fo=>2,(¢" —7#)/2 {Fautes}
f. <= [, {Température mémorisée de non changement du f,}
repeat

t<=t+1

Bi(t) <= B+(t) +6p(t)

[ <= B4(t)/¥ {Vérifier toutes les ¢, itérations}

if (3.(t) < ,) then

e<=¢€ex0.9
else

ﬁ* ~ ﬁ-}- (t)
end if

B Ko
dwi = —eq Y —SFo—+ ZW}
2

AH<0 cosh?(=5—) AH>( €08

W <= W + 0w
W <= /|||
f=>2,(¢F—11)/2 {Fautes}
if (f < f.) then
fo = [ Be <= By (t); 0 <= W5 06(t) < 0
else
64 (t) < log(t + 1)
end if
until (t < Injax ET 6- > a/v ET By < Burax)
Minimiser avec gradient conjugué a la température 5 = [,

E*(y;B) =Y, (1 — tanh &%) + (VN +1 — ||]])?
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Algorithm 2 Minimerror-S
Require:
Lo, N, P
{Centre de gravité et rayon calculé avec I’exemple v de la classe opposée} wj;(0) =
pm Cpree 1 &5 1= Lo Ny p(0) = mindy/ (- €)%}
€0 {Pas du gradient}; 0.9 {Facteur de décroissance de €}; 63y {Decrément de la

température}; ¥ < g—f {Rapport de températures}; a {Condition d’arrét}; Syrax
{Maximum de bruit}; In;ax {Maximum d’itérations}
INTTTALISATION
t <= 0; 0f(t) <= 0fo; W, <= ; C* <= signe(w, - {h);p =1, P;
o e S,(C = )/2 B B
repeat
t<=t+1
Bi(t) <= Bo(t) +6B(t); B- <= B(8)/¥
Vérifier toutes les t, itérations :
if (5.(t) < ) then
e<=¢€ex0.9
else
ﬁ* = ﬁ-i— (t);
end if
e {a. Définition euclidienne (4.33)}

— gk
= 45{ 5, o 3 el
< T2

_ € T“
o= > {/\;0 COShZ( ML * /\”2;0 cosh B+>\u) }

e {b. Définition logarithmique (4.37)}

I gk
ow; = +=< (wi—€;) 7'“ + (wi —€;) —TH
o AEO cosh? (2570 ) o] %O cosh? (2520 ) ]|
5P:_i > ;#5 /\M_+ > —;—I’LB VI
AR<0 pcosh?( ) Ar>( Pcosh (+T)
W <= W + 0w

fe 2, (¢*—1#)/2 {Fautes}
if (f < f.) then
fo = [ B = By (); Wl <= W;66(t) <= 6o
else
04 (t) < log(t + 1)
end if
until (¢t < Inyax ET - > a/v ET 3y < Burax)
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Algorithm 3 Monoplan

Require: L®

h=0

Mettre la classe a apprendre {7}’ = 7"}, u=1,--- , P

repeat

repeat
Construire la couche cachée :
h<h+1
Connecter 1'unité cachée h aux N + 1 entrées
Apprendre ’ensemble £ < {5“, T4} =1, p avec Minimerror-L
Soit o} la sortie calculé de I'exemple 1 aprés apprentissage
Mettre les nouveaux objetives a apprendre : {7’ , = 7'0} }y—1... P
if (h=1ET r;/, = 1;Vu) then
Stop {L est linéairement séparable}

end if
en <= Y (1 =1} ,)/2; {Compter le nombre d’erreurs d’apprentissage}

until (ehﬂ> 0)

Apprendre la sortie :

Connecter 1'unité de sortie aux h unités cachées

Apprendre I’ensemble de RI £ < {¢*(h), 7"} ,=1,.. p avec Minimerror-L
Soit (* la sortie finale a4 I’exemple p aprés 'apprentissage;

Mettre {7}’ , < T#C"} =1, p

ec <= > (1 —1,)/2 {Compter le nombre d’erreurs d’apprentissage}

I
until (h < H0p ET e > Epq,) {Condition d’arrét}
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Algorithm 4 NetLines
Require: £*, N, P
h =70
Mettre la classe a apprendre {7}’ , = 7#} pour p=1,--- P

repeat
repeat
Entrainer les unités cachées :
h < h + 1 {Connecter I'unité cachée h aux N + 1 entrées}
Apprendre 'ensemble £ < {5“, Y, u=1,---, P avec Minimerror-L
Soit o} la sortie calculé de I'exemple 11 aprés 'apprentissage
Mettre les nouveaux objectifs a apprendre : {7}, = 7;'0}'}=1,.. P
if (h=1) then
{Pour le premier neurone caché}
if (7)., =1; Vu) then
Stop {L est linéairement séparable}
else
mettre 7', = o) pour p=1,---, P;aller a I;
end if
end if
en <= Y (1 =1} ,)/2; {Compter le nombre d’erreurs d’apprentissage}

until (ehﬂ> 0)

Apprendre la relation entre les RI et les sorties :

Connecter le neurone de sortie aux h unités cachées entrainées

Apprendre ’ensemble de RI £ <= {*(h), 7"}, p=1,---, P avec Minimerror-L
Soit ¢* la sortie finale & I’'exemple ;o aprés I’apprentissage;

Mettre {7}, < T#("} =1, p

ec <= > (1 —1,)/2 {Compter le nombre d’erreurs d’apprentissage}

I
until (h = Hep OU e < Ey.,); {Condition d’arrét}
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Algorithm 5 NetSphéres
Require: £*, N, P
h=20
Mettre la classe a apprendre {7}’ , = 7#} pour p=1,--- P

repeat
repeat
Entrainer les unités cachées sphériques :
h < h + 1 {Connecter I'unité cachée h aux N + 1 entrées}
if (h=1) then
=g > &

plTH=—1

wp, = €Z|‘7}771 # Tho
end if
Apprendre 'ensemble £ < {5“, Y, u=1,-+-, P avec Minimerror-S
Soit o} la sortie calculé de I'exemple 11 aprés apprentissage
Mettre les nouveaux objetives a apprendre : {7’ , = 7'0} }y=1.... p
if (h=1) then
{Pour le premier neurone caché}
if (7, = 1;Vpu) then
Stop {L est séparable}
else
mettre 7', = 0,7 pour g =1,---, P;aller a I;
end if
end if
en <=y (1 —7,)/2; {Compter le nombre d’erreurs d’apprentissage}

until (ehﬂ> 0)

Apprendre la relation entre les RI et les sorties :

Connecter le neurone de sortie aux h unités cachées entrainées

Apprendre ’ensemble de RI £ < {*(h), 7"}, p=1,---, P avec Minimerror-L
Soit ¢* la sortie finale & I’'exemple i aprés I’apprentissage;

Mettre {7}’ | < 7#("} =1, p

ec <= > (1 —14,)/2 {Compter le nombre d’erreurs d’apprentissage}

I
until (h = Hper OU e < Ey.,); {Condition d’arrét}
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La convergence de NetLines

DAns cette annexe, nous allons montrer une solution particuliére a la stratégie
d’apprentissage de NetLines. Cette solution est batie de maniére telle que le cardinal
d’un sous-ensemble convexe d’exemples bien appris, L;, grandit de facon monotone
avec l'addition d’unités cachées. Comme ce cardinal ne peut pas étre plus grand
que le nombre total d’exemples d’apprentissage, I’algorithme doit s’arréter avec un
nombre fini d’unités cachées.

On suppose que h unités cachées ont été ajoutées au réseau et que le neurone
de sortie fait encore des erreurs de classification sur les exemples de L£* | (erreurs
d’apprentissage). Parmi ces exemples mal appris, soit v ’exemple le plus proche
de ’hyperplan normal a jy, ci-aprés hyperplan-h. On définit L, le sous-ensemble
d’exemples (correctement appris) placé entre ’hyperplan-h et I’exemple 5”. Les
exemples € L;, ont 0 < 7, < |y/|. Le sous-espace L, et au moins 'exemple v sont
bien appris si 'unité cachée, h + 1, a les poids :

U7h+1 == T}';wh — (1 - Gh)T;;(wh - gl/)éo (Bl)
ou éy = (1,0,---,0). Les conditions que tous les deux L, et 'exemple v aient des
stabilités positives (i.e. correctement appris) imposent que :

v _ M
0 < €, < min Wiy%’
neln |y

(B.2)

Les poids suivants entre les unités cachées et la sortie peuvent donner la sortie
correcte a I'’exemple v et aux exemples Ly, :

Wih+1) = W;(h) for 1<i<h (B.4)
Win(h+1) = —1° (B.5)
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Alors, card(Lpy1) > card(Ly) +1. Comme le nombre d’exemples € L;, augmente de

facon monotone avec h, la convergence est garantie avec moins de P unités cachées.
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Algorithmes incrémentaux

DAns cette annexe nous présentons en pseudo-code quelques algorithmes incré-
mentales pour la classification. Pour tous ceux-la, ’ensemble d’apprentissage L£*
= {g“,T“}, T ==+1, p =1,---,P est composé de P exemples du type entrée-
sortie, les représentations internes RI par o* et la sortie du réseau (* = +1. Nous
avons indiqué pour chacune des méthodes, I'algorithme d’apprentissage des unités

individuelles utilisé par leurs auteurs.

C.1 L’algorithme Tiling

Algorithme proposé par Mézard et Nadal [68|.

Algorithm 6 Tiling
1. Début. Couche L =1
2. Mettre h = 0. Entrainer I'unité maitresse oy avec un algorithme comme

pocket sur L .

3. Tous les exemples sont-ils bien classés 7, si oui aller a 9.

4. Faire h = h+1 pour ajouter une unité auxiliaire o qui va corriger les exemples
mal classées par I'unité oy, o

5. Calculer les RI 6, = (07,07 1, ,07,) p=1,---,P.

6. Toutes les RI sont-elles fidéles 7 sinon aller a 4.

7. Ajouter une nouvelle couche :

faire L = L + 1. Apprendre ensemble £ = {7 ,7"}; p=1,---, P (La couche
L est construite en considérant comme entrées, les sorties de la couche L — 1).
8. Aller a 2.

9. Fin.
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C.2  Sequential Learning

L’algorithme Sequential Learning a été crée par de Marchand et al. [65].

Algorithm 7 Sequential Learning
1. Commencer avec une seule unité. Mettre deux compteurs p = P,h = 1 pour

quantifier le nombre d’exemples non appris et le nombre d’unités cachées.

2. Apprentissage. L’unité cachée h est entrainé sur les p exemples.

3. Réduire I'ensemble d’apprentissage. Les p;, avec 7# = —1 exemples qui ont été
correctement classés sont enlevés de I'ensemble d’apprentissage. Faire p = p;,. Si
tous les p exemples ont le méme 7#, aller a 5.

4. Insérer une nouvelle unité. Geler les poids de 'unité h, ajouter une nouvelle
unité connecté a toutes les entrées. Faire h = h + 1. Aller a 2

5. Connecter 1'unité de sortie (.

6. Apprendre la sortie avec I’algorithme du perceptron.

7. FIN

C.3 L’algorithme Cuascade Correlation

L’algorithme Cascade Correlation a été crée par Fahlman et Lebiére [29).

Algorithm 8 Cascade Correlation
1. Commencer avec un perceptron simple avec des poids choisis au hasard. En-

trainer jusqu’a une performance choisi avec l'algorithme quickprop. Si la perfor-
mance est trouvée, aller a 5, autrement ajouter des unités cachées une a une.

2. Une queue d’unités candidates est générée. Chaque unité fera une recherche
dans I'espace de poids. Cette queue permettra de diminuer le risque d’insérer une
unité attrapée dans un minimum local. Chaque unité candidat est entrainé pour
maximiser la corrélation entre sa sortie et la signal d’erreur résiduelle du réseau.
3. Insérer I'unité. L’unité candidate avec le score plus haut est inséré dans le
réseau. On géle ses poids. La nouvelle unité est connectée a la sortie avec des
poids aléatoires.

4. Entrainer le réseau. L’'unité de sortie est entrainée en calculant tous ses poids.

Si la performance est satisfaisante, aller a 5, autrement aller a 2.
5. STOP
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C.4 L’algorithme Offset

Cet algorithme a été crée par Martinez et Estéve [64].

Algorithm 9 Offset
Couche cachée 1 :
1. Faire h =10
Repeter

e Connecter le neurone h aux N + 1 entrées
e Apprendre 'ensemble £* avec ’algorithme pocket
e Soit (; la sortie calculé de 1'exemple p aprés apprentissage

e Mettre les nouveaux objectives a apprendre : 7# = 7@ (" (Les erreurs faites
par 'unité H sont transformées en 7# = +1 et les exemples bien appris en
T = —1, avec @ défini comme la fonction booléenne OU-exlusif).

e Siil n’y a plus d’erreurs aller & la couche cachée 2

Tandis qu’il y ait des erreurs d’apprentissage.

Couche cachée 2 :

L’algorithme Offset réduit n’importe quelle fonction binaire a un probléme de la
parité a dimension h, en calculant les poids de fagon géométrique pour donner la
sortie correcte.

Créer h unités cachés binaires.

Soit P, le nombre des RI distinctes; alors :

e Si P, = 2" on a le probléme de la parité complet.

e Si P, < 2" on a la parité incompléte, on peut donc effacer des unités redon-
dantes en gardant la fidélité des RI.
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C.5 L’algorithme Upstart

L’algorithme Upstart a été crée par Frean [31].

Algorithm 10 Upstart
1. Apprendre ’ensemble £* avec un perceptron, qui sera 'unité mére Z.

2. Tester. Si tous les exemples sont bien classées alors STOP.
3. Si (¢% # ) pour au moins un exemple p, alors de fagon recursive, intercaler
deux neurones X et Y entre les entrées et I'unité mére :

™=41 sith=-1;¢; =41 (WON)

™ = —1 autrement

e Enseigner a X

=41 sith=+1;¢4=—1 (WON)

™ = —1 autrement

e Enseigner & Y

Apprendre la sortie & Z avec I'algorithme Pocket.
L’unité X devienne une unité meére

L’unité Y devienne autre unité meére

Aller a 2.

C.6 Arbre neuronal

Il y a deux versions d’arbres : de décision [6] ou neuronaux [87, 30]. Nous allons
décrire un arbre neuronal binaire, ou chaque noeud t peut étre terminal (feuille as-
sociée a une classe 7 = +1) ou un sous-arbre (nceud interne avec deux nceuds fils :
gauche et droite). Chaque nceud est associé a un neurone, mais plusieurs neeuds

peuvent étre associés a une méme classe.

Construction de l’arbre. Soit L* I'ensemble d’apprentissage. Soient £(t) ’ensemble
d’apprentissage pour le nceud t et o; un neurone associé a t si celui-ci n’est pas une
feuille ou bien une étiquette 1 dans le cas contraire.

Classification. La classe d’un exemple 5“ peut étre établie par :
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Algorithm 11 Arbre neuronal. Construction

Require:
L, N,P
t < racine et L(t) < L*
SI (L(t) = 0) alors STOP
Entrainer le neurone o, a séparer L£(t) en deux sous ensembles :
L_(t) ou la sortie de oy = —1 et L, (¢) ou la sortie de o, = +1
Ajouter a ¢t un noeud gauche 7_ :

e SI £ _(t) contient seulement exemples de la classe 7 = —1, alors ¢_ est une
feuille, avec L(t_) = 0,

e SINON sera un nceud interne avec L£(t_) = L_(t).
Ajouter a ¢ un noeud droite ¢, :

e SI L, (t) contient seulement exemples de la classe 7 = +1, alors ¢, est une
feuille, avec L(t,) = 0,

e SINON sera un nceud interne avec L(t,) = L (t).

Répéter le méme algorithme pour ¢_ et ¢,; commengant par le pas 2.

Algorithm 12 Arbre neuronal. Classification
Require:

5#

1. Soit t = racine

2. Si le nceud ¢ est une feuille, alors la classe de 5“ est donné par la classe associé

a ce noeud, sinon :
o SIoy(éM)=—1alorst=t_
e SINON t =1,

3. Aller a 2.
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C.7  Restricted Coulomb Energy (RCE)

Cet algorithme a été crée par Cooper et al. [80].

Algorithm 13 Restricted Coulomb Energie

1. Présenter le premier exemple {£!, 71}, Créer un neurone caché G et un neurone

de décision Hi, avec des paramétres w; = 51 et rayon d’influence py.
: il =112
1osi 30 & — i [1* < po

0 autrement

La sortie de G; =

Connecter le neurone H; a la sortie de G; par un poids de 1.
1osiyG>1=(=1

0 autrement ( = —1

Sortie de H; —

2. Présenter un deuxiéme exemple {£2,72}. On va tomber sur I'une des quatre

situations suivantes :

e a) f_? € classe 7 = 4+1. On active la sortie de GGy, la sortie de H; vaut donc
1 : la classification est correcte, rien a faire.

e b) f_? € classe 7 = +1 mais n’active pas le neurone Gy, donc H; = 0
: 'exemple n’a pas été reconnu. Rajouter une unité cachée G5, avec des
paramétres 1w, = £2, rayon d’influence py. Connecter le neurone H; i la
sortie de G5 par un poids de 1.

e () f_? € classe 7 = —1, mais la sortie de H; vaut donc 0 : classe inconnue.
Créer une unité Gy et une autre Ho, avec des paramétres : W, = £2, Rayon
d’influence py
Connecter le neurone H, a la sortie de GG par un poids de 1.

e d) 52 € classe 7 = —1, mais le réseau lui donne la classe 7 = +1. Il active le
neurone (G; et donc de Hy. Il faut créer une unité G, et une autre H, pour
la nouvelle classe mais aussi limiter les rayons d’influence : f_? ne devra pas
activer Gy ni Hy, py < ||€2 — ]|, po < ||E2 — 1iho]|.

3. Répéter les pas 1 et 2 autant de fois qui soient nécessaires pour bien classer
tous les exemples.
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Décomposition en biais et variance

Récemment il y a eu une grande activité sur le théme du biais et de la variance :
[40, 34, 11, 25, 93, 58], mais il n’existe pas un consensus général. En grande partie
parce qu’on ne peut pas traiter un probléme d’approximation ot la mesure d’erreur

est continue, comme par exemple :

e(d") = (" = ¢y’ (D.1)
comme un probléme de classification, ot la mesure d’erreur est une fonction de
Heaviside (2.8). D’aprés la littérature, il est possible de séparer les définitions en
celles [11, 25, 93, 58] qu’essaient de faire une décomposition de biais+variance a
la fagcon (D.4) et Papproche due a Friedman [34], qui montre que le biais et la
variance suivent une forte interaction de fagon assez différente en classification qu’en

approximation.

D.1 Cas de la régression

Geman et al. ont calculé le biais et la variance pour des problémes d’approximation
de fonctions. Soit £* un ensemble d’apprentissage ot :

—

— J(E) 4 (D.2)

L’objectif est de construire un modéle de la fonction f ({) en utilisant les exemples
de I’ensemble £% . Si on désigne par f(g, L) lestimation obtenue en entrainant
un algorithme sur £ , une estimation possible de f (5, L) est 'erreur quadratique

moyenne sur le point 5:

e(&) = ((f() = FE.£)))e (D-3)
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ou (---), représente I’espérance sur I’ensemble £¢ . Compte tenu du fait que la
fonction f est inconnue, la valeur (D.3) ne peut pas étre calculée directement.

Soient TH = f(g") la vraie fonction & approximer, (# = f(g“,ﬁ) Iestimation
obtenue en utilisant £* | et f(&#) = (7|€*), le tout dépendant de £# qu’on ne ’écrit

plus. Alors, si on utilise la mesure d’erreur (D.3) moyennée sur plusieurs ensembles

a.
7

d’apprentissage L&; ¢ =1,---,[, on peut calculer :

(F=D7 = (F=D+H =N
= ((f =D+ D =D +2 = (D) - «H =)

alors, 'erreur d’approximation (D.3) sur le point gpeut étre décomposée comme :

(=P =[r=h] +i-] (D.4)
(biais)? v=variance

Le premier terme est le carré du biais et renseigne sur I’écart entre la valeur de
la fonction f évaluée au point 5 et la valeur donnée par 'estimateur f moyennée sur
tous les [ ensembles d’apprentissage possibles. Le deuxiéme terme correspond a la
variance v, qui mesure la sensibilité de I’estimateur f face au choix d’'un ensemble
d’apprentissage particulier L.

Comme on a du bruit 7, si I’estimation fournie par f( _7‘) passe par tous les P
points de ’ensemble £ | on aura :

AL = — —

(f(e) = (F(E) +n") = f(€") (D.5)
(

((FE") = (FEMND = ((FE) +n" = F(EM)%) = (1)) (D.6)

Le biais de f est nul et v égal a celle du bruit. Cette situation (ou interpolation)
correspond & un sur-apprentissage, et il faut I’éviter. L’estimateur f approche mal
la fonction cible f. Si on lisse 'estimateur f (ce qui correspond & éliminer certains
degrés de liberté), ceci peut améliorer I'approximation, car on a réduit la variance.
Cependant, si on le lisse trop, certains détails risquent d’étre perdus, ce qui implique
une augmentation du terme de biais, qui entraine & son tour une augmentation de
Perreur. D’aprés I’équation (D.4), on voit que quand le biais et la variance sont tous
deux nuls, f = f. Ceci est la situation optimale, ou le réseau modélise parfaitement
la fonction f. En réalité comme on ne dispose que d’un ensemble fini d’exemples on
pourra faire seulement une bonne approximation, dont le biais et la variance seront
petits. La question de comment trouver le meilleur compromis reste malgré tout

ouverte.
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D.2 Cas de la classification

Dans les problémes de classification (7 = £1) 'expression (D.2) n’est pas tout a fait
correcte, parce que le bruit n* pourrait ne pas étre négligeable par rapport a 7* et
changer la valeur de 7% a —7#. Le bruit se présente ici plutot dans les entrées g”.

Soit un probléme de classification a deux classes 7 = +1, et soit 7 = f(g) = =+1,
la vraie classe de 5 Soit g({) la classe de gestimée avec I’ensemble d’apprentissage
LY i=1,---,1. Soit :

Nll—‘

£ =320 =1 e =1 (0.7)

la fraction des machines qui estiment que la classe de gest 1. Si on classe 5avec un

comité de machines ' :

é(“) — { +1 i f—l—(g) > % (D.g)

—1 autrement

Alors, lerreur de généralisation (erreur de prédiction) pour 'exemple 5 va étre :

—

) =Pr=+1)-Pl=-1)+P(r=—=1)-P(( = +1) (D.10)

Si on suppose que f+(§) est une variable gaussienne de moyenne f, et de variance
v? (la dépendance en ¢ est omise), alors :

P(f) = o exp T D.11)
2muy 2v7
'Un comité de machines est un ensemble de L réseaux (classifieurs) fy;{ =1,---, L. On prend

la sortie du comité sur le point &, foom(€) comme la moyenne des sorties des réseaux qui forment
le comité, sur ce point :

fCOM g = (

i ) 0s8)

h |

133



Annexes D. Décomposition en biais et variance

Or, en utilisant (D.9) et (D.11), la probabilité que ¢ soit égal & -1 est :
1

P(=-1) = P(fs <) (D.12)
= [ P, (D.13)
= 1 [ P, (D.14)

oan (f. = F)?
l—l/mexp{—T} (D.15)

Si on prend : u = (z — fy)/vy alors du = dx /vy, et u(z = 1) = (3 — fi) /vy,

d’ot, on aura :

. I .
Pl=-1)=1—- — / e 2duy, D.16
C=-n=1-5 | (D.16)
(5—f+)/v+
Et finalement :
L
Pl=-1) = 1—¢(2 f*)
U+
T
= ¢ <_(2 f+)> (D.17)
U+
en utilisant le fait que :
¢(—u) =1 —¢(u) (D.18)
De fagon analogue, et en suivant un raisonnement similaire, pour ’P(QA‘ =+1) on
aura :
. 1
P(C=+1) = p(fy> 5)

= ¢ (% ;ﬁ> (D.19)

De (D.17) et (D.19), lerreur de généralisation sur le point &, est :

&(8) = p(7:1>-¢<—5_f*> +p(7:—1)-¢<§_f*> (D.20)

Uy Uy

= ¢ [signe(f — %). (%)] (D.21)
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f étant la vrai probabilité que 7 = 1.
Maintenant I'erreur de généralisation ¢, dépend de la vraie probabilité f et de

fi a travers :

1

B(f, 77) = sign(5 — DT~ 5) (D.22)

Si v1 > 0, lerreur sg(g) (D.21) est une fonction monotone et croissante de B
(D.22), qu’on appellera le biais a la frontiere. Alors, f, et v? affectent la classifica-
tion de facon trés différente que dans les problémes d’approximation. Etant donné
v2, Perreur d’approximation (D.4) est proportionnelle & la distance (f — £, )2, tandis

+ +
1

que, en classification, la dépendance est seulement a travers le signe de (f — 3). A

partir de cela, deux situations peuvent se présenter :

e Si B <0 l'erreur de classification décroit si on augmente |f — 1| indépendam-
ment de I'estimation du biais (f — f )%

e Si B > 0 I'erreur de classification augmente avec la distance entre f, et %

D’un autre coté, étant donné f,, pour les problémes de régression, I'erreur (D.4)
est proportionnelle & v3, mais pour la classification l'effet de v dépend surtout du
signe de B :

e Si (B < 0) lerreur de classification décroit si on décroit v3 (mais non de fagon

linéaire).
e Si (B > 0) l'erreur de classification augmente si on décroit v

Ce qu'’il faut retenir de cette discussion c’est que pour les problémes de régres-
sion, de faibles variances vi ne donnent pas forcement de faibles ¢,, car le carré
du biais peut étre grand. En ce qui concerne la classification, vi = 0 correspond a
avoir une classification optimale si B < 0, mais a une erreur maximale si B > 0. En
approximation, la dépendance de I’erreur par rapport a f, et U_2|_ est additive, tandis
qu’en classification il y a une forte interaction non linéaire : I'influence du biais a
la frontiére peut étre atténuée si v3 est petite, et en méme temps, U'influence de v
dépend du signe du biais. Pour la classification donc, vi — 0 est important mais
le carré du biais ne 'est pas [34] (on dit que la variance tend & dominer le biais) :

1

il est suffisant que f, et f soient du méme coté par rapport a 5 (étant donné que

B < 0), et alors on peut réduire ¢, en réduisant seulement la variance Ui.

D’autres auteurs (Dietterich et Kong [25], Breiman [11], Tibshirani [93] et Kohavi
et Wolpert [58]) essaient de faire une décomposition du biais+variance similaire a
(D.4), mais de ceci résultent parfois des mesures de variance négatives [11, 25] ou
des expressions qui ne permettent pas de faire une décomposition additive [93].
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