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Pas pour tout le monde.*
No para cualquiera.*

*Hermann Hesse. El lobo estepario.
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El GolemSi, (como el griego a�rma en el Cratilo) el nombre es arquetipo de lacosa, en las letras de rosa está la rosa y todo el Nilo en la palabraNilo.Y, hecho de consonantes y vocales, habrá un terrible Nombre, que laesencia cifre de Dios y que la Omnipotencia guarde en letras y sílabascabales.Adán y las estrellas lo supieron en el Jardín. La herrumbre del pecado(dicen los cabalistas) lo ha borrado y las generaciones lo perdieron.Los arti�cios y el candor del hombre no tienen �n. Sabemos que hubouna día en que el pueblo de Dios buscaba el Nombre en las vigiliasde la judería.No a la manera de otras que una vaga sombra insinúan en la vaga historia,aún está verde y viva la memoria de Judá León, que era rabino enPraga.Sediento de saber lo que Dios sabe, Judá León se dio a permutacionesde letras y complejas variaciones y al �n pronunció el Nombre que esla Clave,la Puerta, el Eco, el Huésped y el Palacio, sobre un muñeco que contorpes manos labró, para enseñarle los arcanos del las Letras, delTiempo y del Espacio.El simulacro alzó los soñolientos párpados y vio formas y colores que noentendió, perdidos en rumores, y ensayó temerosos movimientos.Gradualmente se vio (como nosotros) aprisionado en esta red sonora deAntes, Después, Ayer, Mientras, Ahora, Derecha, Izquierda, Yo, Tú,Aquellos, Otros.El cabalista que o�ció de numen a la vasta criatura apodó Golem. (Estasverdades las re�ere Scholem en un docto lugar de su volumen.)El rabí le explicaba el universo (Esto es mi pie; esto el tuyo; esto lasoga) y logró, al cabo de años, que el perverso barriera bien o mal lasinagoga.Tal vez hubo un error en la grafía o en la articulación del Sacro Nombre;a pesar de tan alta hechicería, no aprendió a hablar el aprendiz dehombre. 3



Sus ojos, menos de hombre que de perro y harto menos de perro quede cosa, seguían al rabí por la dudosa penumbra de las piezas delencierro.Algo anormal y tosco hubo en el Golem, ya que a su paso el gato delrabino se escondía. (Ese gato no está en Scholem pero, a través deltiempo, lo adivino.)Elevando a su Dios manos �liales, las devociones de su Dios copiaba o,estúpido y sonriente, se ahuecaba en cóncavas zalemas orientales.El rabí lo miraba con ternura y con algún horror. ¾Comó (se dijo) pudeengendrar este penoso hijo y la inacción dejé, que es la cordura?¾Por qué di en agregar a la in�nita serie un símbolo más? Por qué a lavana madeja que en lo eterno se devana, di otra causa, otro efecto yotra cuita?En la hora de angustia y del luz vaga, en su Golem los ojos detenía.¾Quién nos dirá las cosas que sentía Dios, al mirar a su rabino enPraga?Jorge Luis Borges, 1958.
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Le GolemSi (comme a�rme un Grec dans le Cratyle) Le nom est archétype de lachose, Dans les lettres du mot rose est la rose Et le Nil tout entierdans le mot Nil.Alors, fait de consonnes et de voyelles, Doit exister un Nom terrible quicondense L'Être de Dieu et sa Toute-Puissance En lettres et syllabesessentielles.Il fut connu d'Adam et des étoiles, Dans le Jardin. La Cabbale prétendQue la rouille du péché le couvrit d'un voile Et qu'il fut perdu pourles générations.L'industrie de l'homme n'a pas de limites, Ni sa candeur. Nous savonsqu'arriva Un temps où le peuple de Dieu chercha Le Nom durant sesveilles israélites.Plus sûre que celles par qui un vague Fantôme est glissé dans la vaguehistoire, Verte et vive demeure la mémoire de Juda Löw, qui futrabbin à PragueAssoi�é de savoir ce que Dieu sait, Ce Löw se voua aux substitutions Delettres, aux di�ciles permutations, Si bien qu'un jour il prononça, LeNom qui estLa Clef, la Porte et l'Hôte, la Demeure et la Grâce. Ce fut pour enseignerà un pantin Modelé par ses maladroites mains, Le secret de Lettres,du Temps et de l'Espace.L'e�gie, entrouvrant ses yeux somnolents, Perçut sans les comprendreformes et couleurs, Confusément comme autant de rumeurs, Puis serisqua aux premiers mouvements.Graduellement (tout comme nous), elle se vit Prisonnière de ce réseausonore : Avant, Après, Hier. Maintenant, Encore, Envers et Endroit,Moi et Toi, Toi et Lui.(Le Cabbaliste qui faisait o�ce de dieu A sa créature donna pour nomGolem : Ce sont là vérités que rapporte Sholem En certain chapitrede son ouvrage pieux)Le Rabbin lui expliquait l'univers : Voici Une corde, ceci est mon pied,cela le tien. Après des années, le monstre réussit A balayer la syna-gogue, mal ou bien. 5



Peut-être Löw s'était-il un peu trompé Dans l'articulation ou bien dansla graphie Du Nom. Malgré si haute sorcellerie, L'Hommoncule-apprenti n'apprit pas à parler.Ses yeux, qui semblaient moins d'homme que de chien, Et bien moins en-core de chien que de chose, S'attachaient au Rabbin dans la pénombreclose Et douteuse des pièces de sa maison.Quelque chose ainsi clochait dans le Golem. De fait, le chat du voisin secachait. A son passage. (Le chat n'est pas dans Sholem, Mais devinépar moi à travers la durée.)Il élevait vers Dieu des mains �liales, Imitant les dévotions de son pro-pre dieu. Souriant et stupide, il se creusait En concaves révérencesorientales.Le Rabbin le regardait avec tendresse Et non sans quelque horreur. Il sedisait : Comment Ai-je pu engendrer ce lamentable enfant, Et quitterle non-agir, qui est la sagesse ?Pourquoi me vint-il l'idée d'ajouter A la série sans �n un symbole inu-tile ? Et au vain écheveau que l'éternité �le, D'autres maux, d'autrescauses, d'autres e�ets ?A l'heure de l'angoisse et de la clarté vague Sur son Golem, il laissaits'attarder ses yeux. Qui nous dira les sentiments qu'éprouvait Dieu.Contemplant Rabbi Löw, sa créature à Prague ?Jorge Luis Borges, 1958.L'auteur et autres textes. Paris, Gallimard 1965. Traduction par Roger Caillois.Je remercie M. Ivan Almeida 4, qui m'a cordialement transmis cette traduction.

4J.L.Borges Center for Studies and Documentation, Aarhus University6
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Chapitre 1Introduction
La classi�cation est l'attribution d'une classe spéci�que à un objet donné. Cette at-tribution a besoin d'un certain degré d'abstraction pour pouvoir extraire des généra-lités à partir des exemples dont on dispose.Pour une machine, la classi�cation de visages, de données médicales, de formes,sont toutes des tâches assez di�ciles. Par exemple, dans le cas de la reconnaissancede caractères manuscrits, il est di�cile d'énoncer une description générale qui tien-ne compte de toutes les variations particulières de chaque caractère. Une autreapproche qui peut être utilisée pour cette tâche est celle de l'apprentissage. Ainsi,le critère pour décider si une image correspond ou non à une lettre 'A' consiste àcomparer si cette image est su�samment similaire à des 'A' vus auparavant. De cepoint de vue, on ne calcule pas la classi�cation de caractères : elle doit être appriseà partir d'exemples.Ces dernières années, de nouvelles techniques neuronales d'apprentissage ont étédéveloppées. Cet apprentissage avec des réseaux de neurones se fait actuellementen suivant deux approches : certains algorithmes comme la Rétropropagation duGradient ont besoin d'introduire a priori le nombre et la connectivité des unitéscachées et déterminer les poids des connexions par minimisation d'un coût. Leréseau ainsi obtenu est éventuellement élagué.Avec une approche constructive on apprend en même temps le nombre d'unitéset les poids, dans le cadre d'une architecture �xée, commençant généralement avecune seule unité.Le but de cette thèse est de présenter de nouvelles heuristiques pour générer,d'une manière constructive, des réseaux de neurones pour la classi�cation. Ellespermettent de générer des réseaux à une seule couche cachée complètement connec-tée aux unités d'entrée, et un neurone de sortie connecté aux unités cachées. Lesneurones cachés et de sortie sont des unités binaires, pouvant faire soit des sépara-tions linéaires, soit des séparations sphériques. Ces heuristiques sont couplées avec11



Chapitre 1. Introductiondes algorithmes d'apprentissage pour le perceptron, Minimerror-L pour les sépara-tions linéaires et Minimerror-S pour les séparations sphériques.Ainsi, nous avons développé trois algorithmes constructifs, qui di�érent suivantle type de neurones cachés et aussi suivant la dé�nition des cibles que ceux-ci doiventapprendre. Pendant le processus d'apprentissage, des neurones cachés entraînés pourapprendre ces cibles vont diminuer le nombre d'erreurs de classi�cation du neuronede sortie. Les réseaux ainsi bâtis ont généralement moins de paramètres (poids) etgénéralisent mieux que les réseaux entraînés avec d'autres algorithmes.La thèse est organisée de la manière suivante : dans le Chapitre 2 nous présen-tons les problèmes de la régression et de la classi�cation, et nous introduisons lanotation utilisée dans le reste du mémoire. Des questions sur l'apprentissage et lagénéralisation sont abordées du point de vue théorique.La méthode de Rétropropagation du Gradient et ses variations, ainsi que l'étatde l'art des heuristiques constructives sont présentés au Chapitre 3.L'algorithme d'apprentissage Minimerror, pour le perceptron simple, dans sesversions à activation linéaire (Minimerror-L) et à activation sphérique (Minimerror-S) est décrit au Chapitre 4. Les performances sur quelques exemples académiquessont présentées.Une description formelle des trois nouvelles heuristiques de croissance : Mono-plan, NetLines et NetSphères est présentée et illustrée par des exemples simples, auChapitre 5. Une généralisation qui permet l'application pratique des algorithmes àdes problèmes à plus de deux classes y est proposée.Des comparaisons avec des résultats obtenus par d'autres algorithmes d'appren-tissage sur plusieurs problèmes étalon (benchmarks), sur la base de l'erreur degénéralisation et du nombre de paramètres du réseau, sont présentées au Chapitre 6.La conclusion est présentée au Chapitre 7, où nous suggérons aussi des développe-ments futurs.Quatre annexes complètent le manuscrit. Le premier décrit les algorithmesd'apprentissage et les heuristiques de croissance ; le deuxième présente un théorèmede convergence ; le troisième présente le pseudo-code de plusieurs algorithmes con-structifs et un dernier sur le thème du biais et de la variance.
12



Chapitre 2Apprentissage et réseaux de neurones
2.1 IntroductionDans ce chapitre nous introduisons les paradigmes de l'apprentissage supervisé dela classi�cation de données et de la régression, ainsi qu'une brève introduction auxréseaux de neurones et à la notation utilisée dans ce mémoire.En e�et, les réseaux de neurones ont été appliqués avec succès à l'apprentissagede tâches de classi�cation et d'approximation de fonctions. Pour situer les pro-cessus d'apprentissage et de généralisation dans un cadre théorique, deux grandesapproches sont présentées : celle issue de la théorie de l'apprentissage de Vapnik(qui considère le cas le pire), et celle de la mécanique statistique, qui considère lecas typique au même sens que l'approche géométrique de Cover. Une discussion surle surapprentissage et son impact en problèmes de classi�cation et de régression estprésentée à la �n du chapitre.2.2 Régression et classi�cation� Qu'est-ce qu'apprendre ? L'apprentissage est le processus d'adaptation desparamètres d'un système pour donner une réponse désirée à une entrée oustimulation quelconque.� Comment formalise-t-on théoriquement le problème de l'apprentissage ? Il esthabituel de le présenter en utilisant le paradigme du professeur et de l'élève. Defaçon conceptuelle, on admet qu'il existe un professeur qui connaît la relationexacte entre toutes les entrées et leurs sorties, mais le réseau élève ne connaîtpas cette relation (�gure 2.1). Si l'élève et le professeur sont exposés à unemême entrée, le professeur est capable d'indiquer à l'élève la réponse désirée.Les paramètres (dans le cas des réseaux de neurones, le nombre de neurones et13



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones
Vrai classeτ

Mesure d'erreur

Algorithme d'apprentissage

Classifieur
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Entrées
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Figure 2.1: Le paradigme (en problèmes de classi�cation) du professeur-élève del'apprentissage supervisé.les poids) de l'élève doivent être ajustés pour donner la même réponse que celledu professeur. Cet ajustement, l'apprentissage, est réalisé en général de façonitérative, en minimisant une mesure de l'erreur, jusqu'à ce que le réseau-élèvepuisse émuler aussi bien que possible le professeur.� Comment se présentent les exemples dans les problèmes réels ? Nous n'avonsque des données, dépendantes de chaque problème, et on suppose qu'il existeune fonction sous-jacente entre les entrées et les sorties. Ces données sont aussiconnues comme exemples.Nous représentons ces entrées par des vecteurs deN composantes ~� = f�1; �2; � � � ; �Ngqui appartiennent à un espace de dimension N , l'espace des entrées. Ces com-posantes peuvent prendre des valeurs binaires, entières (ordinales ou catégoriquessans un ordre particulier) ou réelles, suivant le problème. La sortie correspondanteest représentée par un scalaire � .Dans les problèmes de régression, � prend des valeurs continues. En classi�ca-tion, chaque vecteur ~� appartient à une classe � = f(~�) et alors � est une variablediscrète. En principe, il est possible de traiter des problèmes de classi�cation à unnombre de classes quelconque, mais par souci de simplicité, dans ce qui suit, nousallons nous restreindre à des problèmes à deux classes, codées +1 et �1. Nous abor-derons au Chapitre 5 les problèmes pratiques posés lorsque le nombre de classes estsupérieur à deux.14



2.2. Régression et classi�cationL'ensemble d'exemples dont on dispose, appelé l'ensemble d'apprentissage, con-siste en P couples d'entrée-sortie (~��; ��) ; � = 1; � � � ; P où les sorties �� (les classes)sont connues. Dans les approches théoriques on dit, de façon imagée, qu'elles ontété fournies par le professeur. Nous dénoterons cet ensemble L� = f(~��; ��) ; � =1; � � � ; Pg, où : � = PN (2.1)que nous appellerons taille réduite de l'ensemble d'apprentissage, représente la pro-portion d'exemples par rapport à la dimension N des entrées. Dans les approchesthéoriques décrites ci-après, on suppose généralement que les exemples sont des va-riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.), dont la densitéde probabilité est P(~��; ��).La régressionUn problème de régression peut aussi être traité comme un problème d'apprentissagesupervisé. Si on suppose qu'il y a une certaine relation entre les entrées ~� et la sortie� , décrite par la fonction : �� = f(~��) + �� (2.2)où �� représente le bruit (à cause des possibles erreurs commises dans les mesures)des échantillons, supposé de moyenne nulle et indépendant des ~��. La fonction f estinconnue. Le problème consiste à approcher la fonction f en ne disposant que d'unensemble d'apprentissage L�. Au lieu de chercher une solution qui passe par tousles points ou interpolation, on va plutôt chercher des solutions approchées avec uncertain degré de tolérance ; c'est-à-dire, une régression.Un problème d'approximation est mal posé [16] s'il ne véri�e pas toutes lesconditions suivantes :� Il existe une solution au problème.� La solution est unique.� La solution est stable : de petites perturbations dans les entrées entraînent depetites perturbations de la solution.Dans le cas de l'interpolation à partir d'un ensemble de données, il peut nepas exister de solution ; par exemple si deux vecteurs d'entrée égaux ont des sortiesdi�érentes. En outre, l'information présente peut ne pas être su�sante et �nalementla solution trouvée peut s'avérer instable, comme dans le cas de l'approximationpolynomiale. 15



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neuronesLa classi�cationNous supposons qu'il existe une certaine relation entre les entrées et la sortie qui estdécrite par la fonction : �� = f(~�� + ~��) (2.3)Dans ce cas, la sortie � ne prend que des valeurs discrètes, qui correspondent àdes étiquettes ou classes. Ici, la dé�nition du bruit � est prise en compte dans unautre sens : en e�et, le bruit n'agit pas sur les sorties de la même manière que pour larégression (puisqu'il s'agit ici de classes), mais plutôt dans les entrées. L'hypothèsed'un petit bruit additif à la sortie comme en (2.2) n'est plus valable, car la sommef(~��)+~�� doit être +1 ou �1, ce qui suppose des contraintes très fortes sur ~��. Nousallons considérer que les classes des exemples de L� ont été correctement attribués.Nous allons illustrer cette formulation par un exemple issu du domaine médical,celui du diagnostic du cancer du sein, qui est discuté en détail au Chapitre 6. Depuis1988, l'Université du Wisconsin alimente une base avec des données médicales con-cernant des prélèvements cytologiques [106] (épaisseur, uniformité de la taille et dela forme des cellules, etc.) avec leurs diagnostics : bénin ou malin. Chaque exempleest décrit par N = 9 attributs codés avec des entiers qui prennent des valeurs entre1 et 10. La base contient 699 exemples, dont 16 sont incomplets, car il leur manqueun attribut. Attributs Signi�cation�1 Épaisseur de l'échantillon�2 Uniformité de la taille�3 Uniformité de la forme�4 Adhésion marginale�5 Taille cellule épithéliale�6 Noyaux�7 Chromatine terne�8 Nucleoli normal�9 MitoseTables 2.1: Les 9 attributs des données pour le diagnostic du cancer du sein (donnéesde l'Université du Wisconsin).Ce problème peut être formalisé comme un problème de classi�cation par ap-prentissage supervisé, avec P = 699 exemples ~�� = f��1 ; ��2 ; � � � ; ��9 g ; � = 1; � � � ; P ,16



2.3. Neurones à fonction d'activation linéaire et sphériquedans un espace de dimension 9, dont la classe est � = �1 pour les cas bénins, � = +1pour les cas malins (l'attribution de �1 pour chaque classe est arbitraire). Dans letableau 2.1 nous présentons les 9 attributs mesurés. Cet exemple sera d'ailleursutilisé comme problème étalon au Chapitre 6, où nous considérons le problème desattributs manquants.2.3 Neurones à fonction d'activation linéaire et sphé-riqueLe neurone formel (ou perceptron) de McCulloch et Pitts [69] utilisé actuellementdans la plupart des modèles connexionnistes, est un automate à deux états : actifou inactif, qu'on peut modéliser par une variable binaire codée � = f�1;+1g ou pars = f0; 1g. Evidemment les deux conventions sont équivalentes, le passage de l'uneà l'autre pouvant se faire par le changement de variables :� = 2s� 1 (2.4)Dans ce qui suit, nous adopterons la première convention, et nous appelleronstout simplement � l'état de sortie du neurone. Cet état dépend de l'ensemble desN signaux d'entrée ~�, comme on le montre dans la �gure 2.2. Chaque lien entreun signal d'entrée i et le neurone représente un poids ou e�cacité synaptique, quiest caractérisé par un nombre réel wi, appelé parfois couplage. Ces poids peuventprendre des valeurs positives ou négatives.Le neurone formel est donc constitué des éléments suivants (�gure 2.2) :� 1. Les entrées (�i ; i = 1; � � � ; N) provenant de N sources externes.� 2. Les connexions ou poids wi; i = 1; � � � ; N , et le seuil �� 3. La sortie �, qui est fonction des entrées et des poids.Suivant la façon de calculer la sortie, nous allons considérer deux sortes de neu-rones : linéaires et sphériques. 17



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones
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Figure 2.2: Le perceptron2.3.1 Neurones linéairesLe neurone linéaire calcule un champ ou potentiel dé�ni comme la somme des signauxd'entrée ~� pondérés par les poids correspondants :h = NXi=1 wi�i (2.5)Si ce champ est plus grand qu'un certain seuil �, le neurone est actif. La sortie� du neurone en fonction de son potentiel est :� = f  NXi=1 wi�i � �! = f �~w � ~�� (2.6)f est appelé fonction d'activation ou fonction de transition du neurone. Pour simpli-�er la notation, la quantité �� peut être introduite dans la somme en la considérantcomme un poids supplémentaire w0 = �� provenant d'une entrée constante, �0 � 1 ,et s'appelle biais : � = f  NXi=0 wi�i! (2.7)18



2.3. Neurones à fonction d'activation linéaire et sphériqueEn ce qui suit, nous allons garder la notation ~w � ~� pour le produit scalaire quandon considère le poids w0.Di�érents choix de fonctions d'activation sont possibles. Les neurones binairesont des fonctions d'activation discontinues. Suivant que les états sont codés f0; 1gou f�1;+1g, on a la fonction échelon, appelée aussi fonction de Heaviside �(x) :f(x) = �(x) � ( 1 si x � 00 autrement (2.8)ou la fonction signe : f(x) = signe(x) � ( +1 si x � 0�1 autrement (2.9)Par contre, dans les cas où les états des neurones sont continus, on utilise desfonctions sigmoïdes. On appelle sigmoïde toute fonction qui est croissante, continueet bornée. Suivant le codage, on utilise soit la fonction logistique :f(x) � 11 + exp(��x) (2.10)pour des états dans l'intervalle [0; 1], soit la tangente hyperbolique :f(x) = tanh�x � exp(�x)� exp(��x)exp(�x) + exp(��x) (2.11)pour les neurones dont les états se trouvent dans [�1;+1]. Le paramètre � représenteun gain. En faisant varier �, on peut obtenir di�érentes formes de sigmoïdes. A lalimite, si on fait � !1, les di�érentes sigmoïdes (2.10) et (2.11) tendront vers lesfonctions (2.8) et (2.9) respectivement.Il est possible d'interpréter l'équation de sortie du perceptron (2.7) en consi-dérant, dans un espace de dimension N + 1, le vecteur ~� = f�0; �1; �2; � � � ; �Ng etle vecteur ~w = fw0; w1; w2; � � � ; wNg. Si leur produit scalaire est positif, alors lepoint ~� appartient à la classe +1, sinon il appartient à la classe �1. Alors on ditque l'hyperplan dé�ni par sa normale fw1; w2; � � � ; wNg et sa distance à l'origine� = �w0 fait une séparation linéaire des points ~� en deux classes, car un hyperplanest une fonction linéaire dans l'espace des entrées.Si tous les exemples d'un ensemble d'apprentissage peuvent être séparés par unhyperplan normal à ~w, alors on dit que le problème est linéairement séparable (LS).Si on utilise comme activation la fonction de Heaviside (2.8) ou la fonction signe(2.9), le neurone est binaire car il n'a que deux sorties possibles. Intuitivement,19



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neuronesl'utilisation de ce type de neurone est naturelle dans les problèmes de classi�cation.La sortie du perceptron à une entrée ~�� de l'ensemble d'apprentissage est correcte sile produit ��(~w � ~��) > 0. La quantité ��(~w � ~��) peut être aussi grande que l'on veutpar simple multiplication de ~w par une constante, ce qui ne modi�e pas la qualitéde la solution trouvée. C'est pourquoi on est amené à dé�nir la stabilité [56], aussiappelée marge [102], de l'exemple � comme :
�(~w) = �� NXi=0 wik~wk��i � �� ~w � ~��k~wk (2.12)La valeur absolue de la stabilité j
�j, mesure la distance de l'exemple � à l'hyperplanséparateur, qui est normale à ~w. Le signe de 
� est positif si l'exemple est bien classé,négatif autrement.Une grande stabilité positive assure une certaine robustesse 1 de la réponse duperceptron. La division par la norme de ~w évite que de grandes stabilités soient pro-duites par un simple changement d'échelle des poids. Dans la suite nous adopteronstoujours la normalisation : k~wk =vuut NXi=0 w2i = pN + 1 (2.13)2.3.2 Neurones sphériquesLes neurones décrits précédemment e�ectuent une transformation par une fonctionf du champ (2.5) qui est le produit scalaire entre leur vecteur de poids synaptiques~w et le vecteur d'entrée : f(~�; ~w).Il existe un autre type de neurones dont la fonction d'activation s'applique à ladistance entre ces deux vecteurs. Ces neurones sont généralement appelés neuronesfonction de base radiale. Leurs fonctions de transition, appelées "noyaux", sont desfonctions continues de la forme f(k~�� ~wk) où ~w est le centre de la fonction de base,~� le vecteur d'entrée et : k~xk2 =Xi=1 Nx2i (2.14)1Un apprentissage robuste permet de donner une sortie correcte même s'il y a des altérations despoids mémorisés. La robustesse de la réponse du perceptron fera l'objet d'une de nos expériences(Chapitre 4).20



2.3. Neurones à fonction d'activation linéaire et sphériqueLa fonction noyau la plus couramment utilisée est le noyau gaussien :f(k~� � ~wk) = exp��12k~� � ~wk2� (2.15)Mais on peut aussi bien utiliser une fonction échelon de la distance :f(k~� � ~wk) = ( +1 si k~� � ~wk2 � �2�1 autrement (2.16)Certains auteurs ont proposé l'utilisation de neurones dont la fonction d'acti-vation est une fonction sigmoïde (continue) de la distance k~�� ~wk. Dans ce travail,nous allons considérer des neurones binaires, dont la fonction d'activation est lamême que pour les neurones linéaires, mais appliquée au carré de la distance 2. Cecirevient à remplacer dans (2.5) le champ par le champ radial :hr = NXi=1 (�i � wi)2 = k~� � ~wk2 (2.17)Dans le cas de la fonction d'activation (2.16), l'état du neurone sera +1 si l'entrée~� se trouve à l'extérieur de l'hypersphère de rayon � centrée en ~w, et �1 si ~�est à l'intérieur de l'hypersphère. Donc, ce type de neurones fait des séparationssphériques. Il est important de noter que le nombre de paramètres d'un neuronesphérique est le même que celui d'un neurone linéaire : le centre de la sphère estdé�ni par les poids ~w, son rayon par le seuil �. D'autre part,hr = k~� � ~wk2 = k~�k2 + k~wk2 � 2~� � ~w= ~� � (�2~w)� h�k~�k2 � k~wk2i (2.18)Dans les cas où les entrées sont binaires, k~�k2 = N est constant. Dans ce cas, lesneurones sphériques sont équivalents à des neurones linéaires avec des poids �2~w etseuil �2 � N � k~wk2. Si les entrées sont à composantes réelles, l'équivalence n'estplus véri�ée, et les neurones sphériques permettent d'élargir le domaine de fonctionsréalisables. L'intérêt de leur introduction est qu'ils peuvent être entraînés avec lesmêmes algorithmes que les neurones linéaires, et être utilisés dans les heuristiquesincrémentales, comme nous le montrerons au Chapitre 5.2D'autres dé�nitions sont possibles, comme nous le verrons au Chapitre 4. 21



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones2.4 Les réseaux de neuronesLes perceptrons linéaires peuvent apprendre correctement seulement les problèmesdont les exemples d'entrée sont linéairement séparables. Les neurones sphériquespeuvent apprendre des séparations dont les exemples sont séparables par des hyper-sphères. Pour des tâches de classi�cation plus complexes, il faut utiliser des réseauxcomportant plusieurs unités interconnectées. Un réseau est dé�ni par son architec-ture : le nombre d'unités, le nombre de poids et la disposition des entrées et sorties.L'architecture peut être assez variée : les unités peuvent être ou non complètementconnectées, disposées en couches et d'autres possibles combinaisons.Il existe une architecture particulièrement utilisée : celle des réseaux sans rétroac-tion 3. Dans cette architecture, les unités sont arrangées en couches successives avecdes connexions allant d'une couche à la suivante, comme dans la �gure 2.3. Lesdonnées sont traitées successivement par les couches cachées. La dernière couchefournit la réponse et est appelée couche de sortie. Bien qu'une seule couche cachéesu�se pour réaliser n'importe quelle fonction des entrées [51, 21], le nombre optimald'unités de la couche cachée reste inconnu.
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2.4. Les réseaux de neuronestissage se fait suivant deux approches : soit on �xe l'architecture et on apprend lespoids, comme le fait la méthode très populaire de Rétropropagation du Gradient 4 ;soit on apprend de manière constructive le nombre d'unités et les poids. Dans cemémoire nous utilisons l'approche constructive pour générer des réseaux de neuronesà une seule couche cachée.Pour être plus précis, dans le paragraphe suivant nous introduisons la notationutilisée par la suite.2.4.1 Réseaux de neurones à unités linéairesSoit un réseau à H neurones cachés connectés aux N+1 entrées �i ; i = 0; � � � ; N (Nentrées plus le biais �0 � 1), et une unité de sortie. L'unité de sortie est connectéeaux unités cachées avec des poids ~W = fW0;W1; � � � ;WHg oùW0 est le biais et H lenombre d'unités cachées. Chaque unité cachée 1 � k � H est à son tour connectéeaux entrées avec des poids synaptiques ~wk = fwk0; wk1; � � � ; wkNg, wk0 étant le biais.Si on utilise des unités cachées binaires, l'état ~� = f�0; �1; � � � ; �Hg des neuronescachés avec �0 � 1, est considéré comme la Représentation Interne (RI) de dimensionH associée par le réseau à l'exemple d'entrée ~�. Etant donné une entrée ~� que leréseau doit classer, l'état �k du neurone caché k (1 � k � h) est donné par :�k = f  NXi=0 wki�i! � f �~wk � ~�� (2.19)La réponse du réseau �, est donnée par le perceptron de sortie :� = f  HXk=0 Wk�k! � f � ~W � ~�� (2.20)où f est la fonction d'activation du neurone.2.4.2 Réseaux de neurones à unités sphériquesL'architecture d'un réseau de neurones avec des unités d'activation sphérique estappelée réseau à fonctions de base radiale ou réseau RBF. Un réseau sans rétroactionde ce type comporte généralement une seule couche d'unités cachées dont la sortiedépend, comme nous l'avons déjà mentionné, de la distance de l'entrée à un centre.L'unité de sortie est un perceptron linéaire binaire connecté aux unités cachées.4Cet algorithme sera présenté au Chapitre 3. 23



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neuronesPour une entrée ~�, l'état �k du neurone caché k (1 � k � h) est donné par :�k = f(k~� � ~wkk) (2.21)où ~wk est le centre de la fonction RBF correspondant au neurone k et f est lafonction d'activation (2.15) ou (2.16). Dans ce mémoire nous utilisons la deuxième.La réponse du réseau �, est donnée par (2.20).2.5 Erreurs d'apprentissage et de généralisationComme nous l'avons vu, la caractéristique principale de l'apprentissage superviséest que l'on dispose d'un ensemble d'exemples des données, les entrées avec leursclasses ou sorties désirées. Ces exemples constituent l'ensemble d'apprentissage L�qui sert à adapter l'architecture et les poids du réseau pour réaliser une fonction desentrées. La valeur de cette fonction, la réponse ou sortie du réseau, est la classe quele réseau attribue à l'entrée correspondante. En général, la réponse à certains exem-ples ainsi qu'à des nouvelles données, peut être incorrecte, ce qui pose le problèmede la généralisation.L'erreur d'apprentissage "t est la fraction d'exemples de l'ensemble d'appren-tissage que l'élève classe mal. Puisque les exemples sont tirés au hasard, suivant unedensité de probabilité P(~�; �), "t est une variable aléatoire, et nous nous intéressonsà son espérance h"ti. Formellement :h"ti = PX�=1 Z P(~��; ��) e(��; ��) d~��d�� (2.22)où e(��; ��) est la mesure d'erreur sur l'exemple �. En régression on pose générale-ment : e(��; ��) / (�� � ��)2 (2.23)Cette mesure est aussi correcte dans les problèmes de classi�cation, mais dansce dernier cas nous préférons la notation alternative :e(��; ��) = �(�����) (2.24)bien adaptée à notre codage binaire des classes en �1, où � est donné par (2.8). Ene�et, si la sortie du réseau est correcte, ���� = +1, et e = 0, tandis que si �� 6= ��24



2.6. Capacité d'un réseaualors ���� = �1 et e = 1.La quantité h"�t i est indépendante de la réalisation particulière des exemples :elle ne dépend que de la taille réduite �, et permet de caractériser le réseau etl'algorithme d'apprentissage en fonction uniquement de �, connaissant la distribu-tion de probabilité P(~�; �).Après l'apprentissage, il est important de mesurer la capacité du classi�eur àe�ectuer une classi�cation correcte sur de nouvelles données d'entrée. L'espérancede l'erreur sur de nouvelles données est appelée erreur de généralisation. Elle estdé�nie par : "g = Z P(~�; �) e(�; �) d~�d� (2.25)où e(�; �) est la mesure de l'erreur dé�nie par (2.23) pour les problèmes de régressionou par (2.24) en cas de classi�cation.Le but de l'apprentissage consiste à minimiser l'erreur de généralisation (2.25),mais la distribution de probabilité P(~�; �) est inconnue, et on n'a que l'informationcontenue dans l'ensemble d'apprentissage L�.2.6 Capacité d'un réseauLe paradigme professeur-élève de l'apprentissage supervisé permet d'étudier un grandnombre de questions. Dans le cas général, le professeur fournit à l'élève un nombrelimité d'exemples. Si ce nombre est su�samment petit, ou si la complexité de l'élèveest su�samment grande, il sera capable de les apprendre sans pour autant saisir lastructure du professeur. Chaque élève a une capacité d'apprentissage par c÷ur, qu'ilconvient de connaître. Pour étudier cette capacité, on considère que le professeurattribue à chaque exemple ~�� une classe �� choisie au hasard. Si l'architecture del'élève di�ère de celle du professeur, il est probable que si le nombre d'exemplesest su�samment grand (c'est-à-dire supérieur à la capacité), l'élève sera incapabled'apprendre tous les exemples.Plus précisément, la capacité d'un réseau de neurones est la plus grande quantitéd'exemples Pmax = �cN , que le réseau peut apprendre, pour laquelle h"�t i = 0. Or,h"�t i dépend de l'architecture du réseau et de la distribution des exemples P(~�; �).Etant donné une architecture et une distribution, il n'est pas certain que l'algorithmed'apprentissage utilisé soit capable d'atteindre cette capacité. Nous distingueronsla capacité du réseau �Rc N de la capacité de l'algorithme d'apprentissage �Ac N ;25



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neuronesclairement, �Ac � �RcDeux situations peuvent se poser : si l'on veut mémoriser les �N exemples (lesapprendre par c÷ur) il faut un réseau avec �Rc > �. Par contre, si l'on veut extrairel'information des données pour ensuite généraliser, il faut avoir � > �Rc . D'oùl'importance de connaître la capacité �Rc N des réseaux de neurones.2.6.1 Le théorème de CoverLa capacité d'un réseau peut être calculée si l'on sait répondre à la question suivante :Etant donné P points ~�� (� = 1; � � � ; P ) de RN , combien de dichotomies 5 de cesP points sont réalisables par le réseau ?La réponse exacte à cette question est connue seulement pour le réseau le plussimple possible, le perceptron linéaire. Cover [19] a calculé la capacité du perceptron,en se servant d'arguments géométriques. Il a montré que le nombre de dichotomiesproduites par des séparations linéaires de P points en position générale 6 dans unespace de dimension N est :C(P;N) = 8><>:2 NPi=1 �P�1i � si P > N2P si P � N (2.26)Puisque le nombre total de dichotomies possibles de P points est 2P , la pro-babilité de séparabilité linéaire PLS qu'un perceptron à N entrées sépare P pointsen position générale est :PLS(P;N) = C(P;N)2P = 8><>:(12)P�1 NPi=1 �P�1i � si P > N1 si P � N (2.27)Dans la �gure 2.4 nous avons représenté la probabilité PLS(P;N) en fonction de� = P=N . A partir de cette �gure, on peut voir que :� Pour N �ni :5Une dichotomie est un étiquetage binaire particulier des P points.6P points sont en position générale en RN si :(a) P > N : si et seulement si aucun sous-ensemble de N points ne se trouve sur un hyperplan.(b) Si : P � N si aucun hyperplan ne contient les P points.Si les exemples ont une distribution uniforme, on a une forte probabilité qu'ils soient en positiongénérale.26



2.6. Capacité d'un réseau

Figure 2.4: Capacité d'un perceptron linéaire (Cover).� Si � < 1 (P < N) alors PLS(P;N) = 1 : un perceptron peut toujoursséparer les P points.� Si � > 1 (P > N) alors la PLS(P;N) décroît avec �.La valeur de P = �N au delà de laquelle PLS(P;N) devient inférieure à 1 estla dimension de Vapnik-Chervonenkis dvc , comme on le verra, dans la section(2.6.3).� Dans la limite où N !1 et P !1 avec � = P=N �ni :� Si � < 2 (P < 2N), alors : limN!1PLS(P;N) = 1� Si � > 2 (P > 2N), alors : limN!1PLS(P;N) = 0Dans la limite N !1, la probabilité (2.27) présente une discontinuité à �c = 2.La probabilité qu'un ensemble de moins de 2N points en position générale soitlinéairement séparable est 1, tandis que pour P > 2N elle s'annule. Ces prédictionsavec probabilité 1 décrivent ce que l'on appelle le cas typique. Bien que dans lalimite où N !1 on a une transition nette, la �gure 2.4 montre que pour N grandmais �ni, PLS(P;N) � 1 bien au delà de � = 1.Malgré sa simplicité, l'approche de Cover est di�cilement généralisable au calculde la capacité de réseaux plus complexes. Mitchison et Durbin [63], ont obtenu unecapacité de l'ordre de : 27



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neurones
�c ' O(H logH) (2.28)pour un réseaux à N entrées, avec une couche de H unités cachées.2.6.2 L'approche de la mécanique statistiqueL'approche théorique de l'apprentissage par la mécanique statistique a été deve-loppée par Gardner [37] et Gardner et Derrida [41]. En particulier, ces auteurs ontcalculé la capacité typique d'un perceptron. Cette méthode est plus compliquée quecelle de Cover, mais elle peut être généralisée à l'étude de réseaux plus complexeset à celle des algorithmes d'apprentissage.Dans cette approche, on considère un réseau de neurones avec une architec-ture donnée, caractérisé par ses poids, que nous noterons génériquement comme unvecteur ~w. Une réalisation particulière des poids ~w peut être vue comme un pointdans l'espace de tous les poids possibles. Chaque vecteur ~w représente un réseau quiattribue une sortie � à chaque exemple ~�. L'idée de base pour déterminer la capa-cité d'un réseau, consiste à calculer la fraction du volume dans l'espace des poids,qui réalise la fonction désirée des entrées-sorties pour l'ensemble d'apprentissage,moyennée sur la distribution des exemples. Intuitivement on s'attend à ce que cettefraction de volume soit une fonction décroissante du nombre réduit d'exemples � :si l'on a peu d'exemples, il y a beaucoup de vecteurs poids di�érents qui donnent lasortie correcte aux exemples. Lorsque � augmente, cette fraction de volume décroîtet tend vers zéro. La valeur de � pour laquelle elle s'annule correspond à la capacitétypique du réseau : pour des � plus grands, seulement des points isolés (de vo-lume nul) dans l'espace des poids correspondent à des réseaux capables d'apprendrel'ensemble d'apprentissage. Ce raisonnement est très proche de celui de Cover, maisle calcul est très di�érent, car il utilise des outils de la mécanique statistique des sys-tèmes désordonnés. Nous décrivons qualitativement la formulation dans le cas d'unperceptron simple. Etant donné un ensemble d'apprentissage L�, on veut calculerla fraction du volume de l'espace des poids qui satisfait les P inégalités suivantes :�� ~w � ~��k~wk > � � 0 ; � = 1; � � � ; P (2.29)Puisque ces inégalités ne dépendent pas de la norme des poids, on peut se limiterà considérer des poids de norme donnée. Ceci correspond à limiter l'espace des poidsà une hypersphère de rayon donné. Il est habituel de prendre k~wk = pN . Le faitd'imposer une marge � > 0 donne une certaine robustesse de la sortie du réseau parrapport à de petites perturbations des entrées. Pour � = 0 on retrouve les inégalités28



2.6. Capacité d'un réseauhabituelles que doivent satisfaire les poids.La quantité fondamentale du calcul de Gardner et Derrida, la fraction du volumedans laquelle (2.29) est véri�ée, s'écrit :V = R d~w �Q��(��N�1=2Pj wj��j � �)� �(Pj w2j �N)R d~w�(Pj w2j �N) (2.30)Ce volume d'espace dépend de l'ensemble d'apprentissage. Sa valeur typique s'obtienten moyennant son logarithme sur la distribution des exemples, P(~��; ��), puisprenant l'exponentielle : Vtypique = ehlog V i (2.31)dans la limite N ! 1; P ! 1; � = P=N avec � �ni, qui s'appelle la limitethermodynamique. C'est la même limite que celle considérée par Cover. En [41] et[49] le lecteur intéressé peut trouver tous les détails du calcul. Un des résultats lesplus importants est que dans la limite thermodynamique Vtypique = 0 pour � > �c(�),avec : �c(�) = 24 1Z�� dtp2� e�t2=2(t+ �)235�1 (2.32)L'équation (2.32) donne la capacité pour � �xé. Si � = 0, on retrouve le résultatde Cover, �c(0) = 2.Pour des réseaux plus complexes, on connaît la capacité de réseaux à N entréesavec une couche cachée à H unités, pour des cas particuliers [59]. Si le neuronede sortie met en ÷uvre la parité de la représentation interne, on a �parc ' H logHcomme le résultat de Mitchison et Durbin (eq. 2.28). Si le neurone de sortie implé-mente le vote des neurones cachés (comité de machines), la capacité est inférieure :�comc ' 8p2�H plogH (2.33)2.6.3 La dimension de Vapnik-ChervonenkisLa dimension de Vapnik-Chervonenkis dvc d'un classi�eur [103, 100] est le plus grandnombre d'exemples P tel que toutes les 2P dichotomies possibles sont réalisables parle classi�eur. La dimension de Vapnik-Chervonenkis des réseaux complexes est en29



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neuronesgénéral inconnue. Le calcul de Cover (2.27) montre que pour un perceptron à Nentrées, dvc =N , ce qui correspond à �vc = 1. Si l'on introduit un biais, la dimensionde l'espace d'entrées est N + 1 et alors dvc = N + 1.Pour un réseau de N entrées, à une seule couche cachée avec H unités et uneunité de sortie (voir �gure 2.3), avec un nombre de poids Nw (biais inclus) égal à :Nw = (N + 1)H + (H + 1) (2.34)Baum et Haussler [7] montrent que :2bH2 cN � dvc � 2Nw log2(eH) (2.35)où e est la base des logarithmes naturels, et bxc est le plus grand entier inférieurà x.La di�érence entre la dvc et la capacité statistique Pc = �cN étudiée par Coverou par l'approche de la mécanique statistique, est que la dvc n'est pas un conceptprobabiliste. Si P < dvc, on a la certitude que le réseau peut faire n'importe quelledichotomie des entrées. Si : dvc < P < Pc (2.36)la probabilité qu'une dichotomie soit réalisable tend vers 1 pour N ! 1. Dans lecas du perceptron, cette di�érence subtile se manifeste par le résultat étonnant quedvc = N , mais Pc = 2N .2.7 La généralisation2.7.1 Ambiguïté et séparation linéaireLa propriété de généralisation est en réalité la question la plus importante en ce quiconcerne l'apprentissage des machines. Elle n'est bien comprise que dans le cas duperceptron simple.Pour Cover [19], la classi�cation d'un nouvel exemple ~� 62 L� est ambiguë, s'ilexiste deux hyperplans classant correctement l'ensemble L� , mais qui attribuentune classe di�érente à l'exemple ~�. Cover montre que la probabilité A(P;N) que laclassi�cation de l'exemple ~� soit ambiguë par rapport à une dichotomie donnée est :A(P;N) = C(P;N � 2)C(P;N � 1) (2.37)30



2.7. La généralisationDans la limite N ! 1 la fonction (2.37) a un comportement (voir �gure 2.5)donné par : A(P;N) = limN!1;P=�NA(P;N) = 8<:1 si 0 < � < 21��1 si � > 2 (2.38)L'ambiguïté décroît de façon inversement proportionnelle au nombre d'exemples,et ceci dès que le nombre d'exemples est supérieur à la capacité critique �c.

Figure 2.5: Ambiguïté et séparation linéaire (Cover).2.7.2 Nombre d'exemples et généralisationLe théorème de convergence uniforme de Vapnik et Chervonenkis [103, 100] :p�sup~w j"g(~w)� "t(~w)j > "�! 0 quand P !1 (2.39)permet de trouver une borne supérieure au nombre d'exemples nécessaires Pmin pouravoir une bonne généralisation 7.Si l'erreur d'apprentissage "t(~w) sur un ensemble d'apprentissage L� est petit, onespère que l'erreur de généralisation "g(~w) soit (avec une précision arbitraire " > 0)aussi petit que l'on veut.7sup dénote le supremum : le poids ~w sur l'espace des poids qui maximise l'écart entre "g et "t.31



Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neuronesEn utilisant la dé�nition de la dimension dvc et pour des valeurs de P �nis,l'inégalité suivante est vraie :p�sup~w j"g(~w)� "t(~w)j > "� < �2ePdvc �dvc exp(�"2P ) (2.40)où e est la base des logarithmes naturels.Avec une probabilité (1� �), où :� = �2ePdvc �dvc exp(�"2P ) (2.41)l'inégalité "g(~w) < "t(~w)+ " est vraie pour tous les vecteurs ~w de l'espace des poids.Vapnik [101] a calculé la borne :"0(P; dvc; �) =sdvcP �log 2Pdvc + 1�� 1P log � (2.42)où "0 est une intervalle de con�ance pour le cas le pire où "g = 12 , et " = "0 ; maiselle est inutilisable pour "g petits. Pour le cas intéressant où "g est petit, une borneplus utile dérivée de (2.40) a été calculée [101] :p(sup~w �����"g(~w)� "t(~w)p"g(~w) ����� > ") < �2ePdvc �dvc exp��"2P4 � (2.43)d'où : "g(~w) < "t(~w) + "1 (2.44)où "1 est un nouvel intervalle de con�ance tel que :"1 = 2"20 1 +s1 + "t(~w)"20 ! (2.45)qui dépend de l'erreur d'apprentissage "t(~w). Si "t = 0, on a "1 = 4"20.Pour résumer, on aura donc, les bornes suivantes :� Pour des "g � 1=2 : "g(~w) � "t(~w) + "0� Pour des "g petits : "g(~w) � 8<:"t(~w) + 4"20 si "t(~w)! 0"t(~w) + "1 en général.32



2.7. La généralisation
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Chapitre 2. Apprentissage et réseaux de neuronesPmin � Nw" log H" (2.47)Dans la �gure 2.7 nous montrons une comparaison des estimations de Pmin,ainsi que les bornes à dvc fournies par (2.35) : il est facile de voir que le nombred'exemples nécessaire pour que "g < "t + " est très supérieur à dvc , même pourdes valeurs de " grandes. Cependant en pratique, il arrive souvent qu'on obtienneune faible erreur de généralisation bien que le nombre d'exemples disponibles soitinférieur à la borne (2.47).
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2.8. Conclusionensemble de validation (indépendant de l'ensemble d'apprentissage) et en arrêtantl'apprentissage avant la convergence du réseau (early stopping). Ainsi, on espère queles poids qui minimisent l'erreur sur l'ensemble de validation, généralisent mieux.Le sur-apprentissage est en rapport avec le dilemme du biais/variance [40]. Maisce dilemme doit être considéré di�éremment en problèmes de régression et en prob-lèmes de classi�cation : en e�et, une décomposition additive de l'erreur n'est possibleque pour la régression [34] ; car en problèmes de classi�cation la situation n'est pasla même parce que la mesure d'erreur n'est plus une fonction continue mais discrètepuisqu'il s'agit de classes.Dans l'Annexe D nous présentons une décomposition en biais et variance pourdes problèmes de régression et une autre, proposée par Friedman [34] pour la clas-si�cation. Dans ce dernier cas, le sur-apprentissage peut être un problème pourdes réseaux qui considèrent la classi�cation comme un problème d'approximation defonctions, notamment dans des réseaux qui minimisent un coût (voir Chapitre 3).Dans les problèmes de classi�cation, nous avons trouvé expérimentalement qu'unréseau qui apprend tout l'ensemble d'apprentissage jusqu'à obtenir zéro fautes peutobtenir de faibles erreurs de généralisation, sans besoin de validation croisée (voirChapitre 6).2.8 ConclusionDans ce chapitre nous avons présenté le paradigme du professeur-élève de l'appren-tissage supervisé, qui est utile pour étudier des problèmes de régression et de classi-�cation. Nous avons introduit les perceptrons linéaires et ceux sphériques, ainsi quela notation adoptée pour les réseaux de neurones.Des questions sur l'apprentissage et la généralisation ont été abordées du point devue théorique, en utilisant les approches probabilistes de Cover et de la mécaniquestatistique, et celle de Vapnik-Chervonenkis. Ainsi, nous avons montré qui'il existeun important décalage entre les prédictions théoriques et les performances des algo-rithmes. Par exemple, bien qu'un réseau de neurones avec une seule couche cachéepuisse approcher toute fonction des entrées, le nombre d'unités cachées est inconnu :les bornes fournies par la dimension de Vapnik-Chervonenkis sont excessives, doncinutilisables pour les applications. Hormis le cas du perceptron, la compréhensiondu problème de la généralisation est encore insu�sante. Nous sommes donc réduitsà comparer les algorithmes d'apprentissage sur des problèmes étalon.
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Chapitre 3Algorithmes d'apprentissage
3.1 IntroductionL'apprentissage avec des réseaux de neurones multicouches se fait principalementsuivant deux approches. La Rétropropagation du Gradient (RPG) détermine lespoids par minimisation d'un coût. Cet algorithme nécessite l'introduction a prioride l'architecture du réseau, qui peut être élaguée après ou pendant l'apprentissage.Avec une approche constructive on apprend en même temps le nombre d'unitéset les poids, commençant généralement avec une seule unité. L'introduction succes-sive de nouvelles unités produit une application des entrées sur des représentationsinternes qui doit être �dèle : des exemples de classes di�érentes doivent avoir desreprésentations internes di�érentes.Bien que la classi�cation de données soit intrinsèquement une tâche discrète, ellepeut être envisagée comme un problème d'approximation de fonctions, en attribuantdes valeurs réelles aux classes à apprendre. Cette approche est utilisée par la Rétro-propagation du Gradient, qui minimise l'erreur quadratique d'apprentissage à lasortie. La fonction d'approximation doit être hautement non-linéaire, car elle doitavoir une valeur constante dans le domaine de chaque classe, et présenter une grandevariation aux frontières entre classes. Par exemple, dans la tâche de classi�cationbinaire du diagnostic du cancer du sein (déjà présentée), la fonction d'approximationdoit être constante et positive dans les régions ou domaines de l'espace des entréescorrespondant à la classe 1, constante et négative pour ceux de la classe �1. Avecl'algorithme de Rétropropagation du Gradient, on cherche des poids qui approchentcette fonction partout, et en particulier à l'intérieur des domaines, au lieu de seconcentrer sur le problème pertinent de déterminer les frontières entre eux.Avec la RPG, le nombre des paramètres requis pour apprendre la tâche n'est pasconnu a priori. L'apprentissage avec un grand nombre de poids permet, au moinsen principe, d'approximer une grande variété de fonctions parmi lesquelles on espère37



Chapitre 3. Algorithmes d'apprentissagese trouve la vraie solution. Mais il est di�cile de minimiser une fonction de coûtdans un espace de grande dimension, car le risque de tomber dans des minimumslocaux, augmente avec la dimension. Dans la pratique, l'architecture est déterminéepar essai et erreur, en faisant varier le nombre de neurones et de poids.Une approche alternative est fournie par les algorithmes à croissance ou construc-tifs, dans lesquels les unités cachées sont successivement ajoutées au réseau. Outrele fait que cela permet la détermination automatique de l'architecture du classi�eur,bâtir un réseau de neurones par un algorithme de croissance permet l'utilisationde neurones binaires. Ce fait a deux avantages principales : d'une partie, les unitéscachées binaires déterminent les limites ou frontières (ou morceaux de frontières) desrégions dans l'espace des entrées qui contiennent des exemples de la même classe;et d'un autre côté, ce type d'unités permet l'extraction de règles. En plus de cela,les unités binaires sont bien adaptés pour leur implantation matérielle à l'aide descircuits intégrés digitaux.Dans ce chapitre nous présentons d'abord l'algorithme de la Rétropropagationdu Gradient et quelques méthodes utilisées pour réduire la complexité du réseau.Ensuite nous passons en revue plusieurs algorithmes constructifs.3.2 Méthodes à simpli�cation3.2.1 La Rétropropagation du GradientL'algorithme de Rétropropagation du Gradient a été développé par plusieurs auteurs[105, 61, 83]. C'est une technique très populaire dans les applications des réseaux deneurones. Etant donnée une mesure d'erreur aussi appelée coût E(~w), l'algorithmedonne une manière de trouver un ensemble des poids ~w d'un réseau sans rétroactionpar une descente de gradient dans l'espace des poids sur la surface dé�nie par lafonction de coût.Soient un réseau de neurones (�gure 2.3) avec N entrées, une couche cachée avecH unités et un ensemble L� de P exemples. Etant donné un exemple �, le champsur l'unité cachée j est (toutes les sommes vont sur i = 0; � � � ; N , j = 0; � � � ; H,� = 1; � � � ; P . ) : h�j =Xi wji��i (3.1)La sortie ��j de cette unité est :38



3.2. Méthodes à simpli�cation
��j = f(h�j ) = f  Xi wji��i ! (3.2)Le champ sur l'unité de sortie � est :h� =Xj Wj��j =Xj Wjf  Xi wji��i ! (3.3)et la sortie �� du réseau est :�� = f  Xj Wj��j! = f  Xj Wj f  Xi wij��i !! (3.4)Soit ~w l'ensemble de tous les poids du réseau. La fonction de coût :E(~w) = 12X� (�� � ��)2 (3.5)s'écrit : E(~w) = 12X� "�� � f  Xj Wjf  Xi wij��i !!#2 (3.6)Si f est dérivable, l'équation (3.6) est aussi dérivable par rapport aux poids. Unedescente en gradient donne, pour les poids ~W :�Wj = �� @E@Wj = �X� (�� � ��)f 0(h�)��j= � @E@Wj = �X� ����j (3.7)où �� � f 0(h�)(�� � ��).Pour les connexions wji de l'entrée vers la couche cachée, on a :�wji = �� @E@wji= �X� (�� � ��)f 0(h�)Wjf 0(h�j )��i= �X� ��Wjf 0(h�j )��i= �X� ��j ��i (3.8)39



Chapitre 3. Algorithmes d'apprentissageoù ��j � f 0(h�j )Wj��.L'équation (3.8) détermine les �wji pour l'unité cachée �j en termes de l'erreurà la sortie � : la modi�cation des poids des neurones cachées nécessite l'informationd'erreurs rétropropagées, d'où le nom de la méthode. La généralisation à des réseauxà plusieurs couches n'est guère plus compliquée, et le lecteur intéressé peut la trouveren [49].Bien qu'on ait écrit les équations des modi�cations des poids (3.7) et (3.8) commedes sommes sur les P exemples (méthode connue sous le nom de gradient total), onpourrait faire la modi�cation des poids après la présentation de chaque exemple :soit de manière séquentielle, soit aléatoire (gradient stochastique). Le choix desméthodes (gradient total, séquentiel ou stochastique) dépend de chaque problèmeparticulier, toutefois la dernière approche est utile dans des cas où on a des exemplesredondants [49].Malgré ses succès [89, 60, 77], la méthode de rétropropagation du gradient décriteprésente l'inconvénient majeur du choix de l'architecture : il n'existe pas de critèrepour commencer avec une architecture plutôt qu'avec une autre.3.2.2 Méthodes d'élagageL'apprentissage par la méthode RPG donne lieu à des réseaux qui éventuellementpeuvent être élagués, soit pendant l'apprentissage (méthodes de régularisation) soitaprès l'apprentissage. Ces méthodes permettent de réduire la complexité du réseau,avec l'espoir d'améliorer la capacité de généralisation.Elagage pendant l'apprentissageLes techniques de régularisation [76, 8] permettent d'obtenir des réseaux moins com-plexes en ajoutant un terme de pénalité à la fonction de coût. L'idée consiste à équili-brer la fonction coût (3.5) avec un autre terme C(~w) qui représente une mesure dela complexité du réseau. Le nouveau coût est :~E(~w) = E(~w) + �C(~w) (3.9)où � est un coe�cient de compromis entre l'importance attribuée au terme decomplexité C par rapport à la mesure de l'erreur E. E et C sont donc des ter-mes antagonistes pendant le processus d'apprentissage. Plusieurs termes de com-plexité ont été proposés [76, 52]. Parmi eux on trouve Weigth decay, qui est l'unedes méthodes les plus simples de régularisation, qui introduit des pénalités de laforme C(~w) = 12Pi jwij ou C(~w) = 12Piw2i (l'indice i parcourt tous les poids duréseau, biais inclus). L'un des problèmes avec cette méthode, est qu'elle favorise ledéveloppement de plusieurs petits poids.40



3.2. Méthodes à simpli�cationDans la méthode d'élimination des poids (weigth elimination) [107] le terme decomplexité est de la forme C(~w) = Pi kwik2=(ŵ2 + kwik2), où ŵ est un facteurde normalisation. En pratique, les poids peuvent ne pas être nuls, et on les élim-ine en choisissant ceux au-dessus d'un petit seuil. Le paramètre v̂ doit être choisiempiriquement.D'autres termes ont été proposés [52, 8], mais dans tous les cas le paramètre �,auquel la méthode de RPG semble être assez sensible, est di�cile à régler.Elagage post-apprentissageD'autres méthodes simpli�ent les réseaux suivant la sensibilité de l'erreur à la sup-pression de poids ou neurones. Ils réalisent ainsi un élagage post-apprentissage. Oncommence, donc, avec un réseau surdimensionné et on le simpli�e en suivant descritères de sélection des poids à éliminer. Ces critères deviennent plus simples à éla-borer car l'élagage intervient lorsque l'algorithme d'apprentissage a convergé selonun critère choisi, et on utilise cet état comme une référence.� Suppression des poids. L'un des critères les plus intuitifs pour mesurer l'impor-tance d'un poids est sa valeur absolue : les poids proches de zéro peuventgénéralement être supprimés sans que ceci ait une in�uence sur le comporte-ment du réseau. En pratique on arrive à obtenir ainsi des résultats comparablesà ceux d'autres méthodes d'élagage post-apprentissage [23].� Optimal Brain Damage (OBD). Proposée par Le Cun et al. [62] cette méthodeest fondée sur le calcul d'un terme de sensibilité correspondant à la variationmoyenne de la fonction de coût entraînée par la suppression de chaque poids.On peut supprimer les poids pour lesquels la sensibilité est inférieure à unseuil. Après l'élagage, le réseau n'est plus optimal, même s'il reste très proched'un optimum, et il faut refaire quelques itérations d'apprentissage.� Optimal Brain Surgeon (OBS). Proposée par Hassibi et Stork [50], ceci estune extension améliorée de la méthode antérieure. L'algorithme calcule parune minimisation sous contrainte, les poids à supprimer et la mise à jour desparamètres restants. Elle est fondée sur le développement de Taylor mais nesuppose pas que la matrice Hessienne soit diagonale.� Statistical Stepwise Method (SSM). Cet algorithme (Cottrell et al. [17]) permetd'éliminer les poids statistiquement non signi�catifs, seulement si le résultatdu réseau est meilleur qu'un précèdent, selon un critère empirique de qualité41



Chapitre 3. Algorithmes d'apprentissageBIC 1. On mesure le BIC à chaque pas, et on arrête l'élagage quand ce critèreest minimum (qui peut être un minimum local).Une di�culté des méthodes OBD et OBS est la détermination du seuil de sensi-bilité. De plus, les deux méthodes sont fondées sur un développement de Taylor ausecond ordre de la fonction de coût, qui n'est valide que pour des variations faiblesdes poids, c'est-à-dire, pour les suppressions de poids proches de zéro. Jutten etFambon [52] et Hérault et Jutten [48] montrent que si l'on est dans un minimumlocal, les méthodes OBD, OBS et SSM peuvent sélectionner les mêmes poids.3.3 Algorithmes constructifsLes heuristiques constructives pour la classi�cation peuvent être groupées en deuxclasses, suivant qu'elles utilisent des unités cachées faisant des séparations linéaires,désormais appelées unités linéaires, ou des unités cachées à fonction de base radialeRBF (unités sphériques, décrites au Chapitre 2). Dans les deux cas la fonctiond'activation est une fonction sigmoïde (voir Chapitre 2). Des algorithmes construc-tifs ont été proposés pour traiter des problèmes d'approximation de fonctions [18].Nous décrivons dans la suite quelques algorithmes dont les résultats seront com-parés aux nôtres au Chapitre 6.3.3.1 Heuristiques avec unités linéairesAlgorithme TilingCet algorithme, proposé par Mézard et Nadal [68], permet de construire des réseauxcouche par couche. On commence avec un perceptron simple, qui apprend l'ensembleL� en utilisant l'algorithme Pocket 2, par exemple. Si une solution sans erreursest trouvée l'algorithme s'arrête. Dans le cas contraire, on gèle les poids du neu-rone, qui devient l'unité maîtresse, laquelle produit un certain nombre d'erreursd'apprentissage e1 sur L�. On rajoute des unités auxiliaires qui, avec l'unité maîtresseconstituent la première couche cachée. Ces unités doivent apprendre des cibles pourremplir la condition de �délité suivante : deux exemples de classes di�érentes doiventavoir des représentations internes di�érentes.1Le critère d'information B d'Akaike BIC peut s'écrire :BIC = log��2rP �+Nw logPP (3.10)où �2r est la variance de l'erreur résiduelle, P le nombre d'exemples et Nw le nombre de poids. Lepremier terme mesure la qualité de l'approximation des données, le second est un terme qui meten évidence le lien entre le nombre de poids et le nombre d'exemples [53].2L'algorithme du perceptron et l'algorithme Pocket seront présentés au Chapitre 4.42



3.3. Algorithmes constructifsLa couche suivante est bâtie en utilisant la même stratégie : maintenant lapremière couche cachée joue le rôle de couche d'entrée. On construit l'unité maîtressede la deuxième couche, laquelle produit un nombre d'erreurs e2, puis on complètela couche avec des unités auxiliaires, et ainsi de suite. Le réseau va croître jusqu'àce que, pour l'unité maîtresse d'une couche cachée L, le nombre d'erreurs s'annule,eL = 0, et cette unité sera donc, l'unité de sortie �nale.La convergence de la procédure est prouvée en [68], car on montre que :� Une couche cachée k ayant été construite, on peut toujours trouver une unitémaîtresse pour la couche k + 1 qui fait un nombre d'erreurs strictement pluspetit que l'unité maîtresse de la couche précédente : ek+1 < ek.� Il est toujours possible de rajouter su�samment de neurones pour obtenir desreprésentations internes �dèles.Plusieurs résultats en [68, 31] montrent que l'algorithme est très "gourmand" enressources (nombre d'unités et de couches cachées).Algorithme Sequential LearningDans l'algorithme Sequential Learning, de Marchand et al. [65], la première unité estentraînée pour séparer l'ensemble d'apprentissage en gardant un sous-espace "pur",i.e. un sous-espace qui contient des exemples d'une seule classe. Les exemples malclassés, s'il y en a, doivent se trouver dans l'autre sous-espace.Chaque neurone rajouté est entraîné pour séparer les exemples qui sont malclassés, toujours avec cette contrainte, i.e. en gardant toujours un sous-espace "pur",libre d'erreurs. L'algorithme est di�cile à mettre en ÷uvre pratiquement, car il n'estpas facile d'imposer la contrainte de pureté durant l'apprentissage.Algorithme Cascade-CorrelationUn des algorithmes constructifs les plus connus est Cascade-Correlation, créé parFahlman et Lebière [29]. Dans cette méthode, chaque unité cachée ajoutée estchoisie parmi une collection de plusieurs unités à activation continue, entraînéespour apprendre la corrélation entre les sorties et les erreurs d'apprentissage. L'unitéqui maximise cette corrélation est alors connectée aux entrées et à toutes les autresunités cachées déjà connectées au réseau. Falhman et al. utilisent l'algorithmequickprop [28] pour entraîner chaque neurone.On peut remarquer que l'architecture du réseau est en cascade : chaque unitéest connectée aux entrées, mais aussi aux unités cachées déjà existantes. 43



Chapitre 3. Algorithmes d'apprentissageAlgorithme UpstartCet algorithme a été développé par Frean [31]. On considère un perceptron qui aété entraîné sur un ensemble d'apprentissage. Ce perceptron peut commettre deserreurs du type:� WON (wrongly-on) : L'unité répond � = +1 alors que la classe est � = �1.� WOFF (wrongly-o�) : L'unité répond � = �1 alors que la classe est � = +1.Des unités �lles X et Y sont rajoutées a�n de corriger respectivement ce typed'erreurs. Les ensembles d'apprentissage de ces unités sont déterminés de façon àce que l'unité X (respectivement Y ) soit active pour les exemples correspondantsà une erreur du type WON (respectivement WOFF) et pas pour les autres. Lesunités �lles sont ensuite connectées à l'unité mère. Si les unités �lles n'arrivent pasà corriger toutes les erreurs, alors elles peuvent à leur tour engendrer d'autres unités�lles en suivant le même procédé.Algorithme O�setCet algorithme, créé par Martinez et Estève [64] réalise l'apprentissage d'une ma-chine à parité c'est-à-dire, telle que l'unité de sortie implémente la parité de sesentrées [9]. Chaque unité cachée ajoutée est entraînée à corriger les erreurs de ladernière unité cachée, une procédure qui engendre une machine à parité : la classede l'exemple d'entrée est la parité des représentations internes apprises.Une deuxième couche cachée (qui peut être élaguée) est bâtie sans besoin d'appren-tissage, en n'utilisant que des considérations géométriques, pour implanter la parité.La convergence de l'algorithme a été demontrée dans les cas d'entrées binaires[64]et réelles [44].Autres algorithmesUne stratégie alternative consiste à construire une architectures en arbre. Les Ar-bres de décision, introduits par Breiman et al. [6] sont connus sous le nom deméthode CART (Classi�cation And Regression Trees). Ils partitionent hiérarchique-ment l'espace des entrées par des dichotomies successives. Des critères de découpage(sous la forme de questions binaires sur l'ensemble de valeurs possibles des entrées)permettent de faire cette partition. Plusieurs critères de "pureté" des régions peu-vent être choisis pour arrêter la croissance. La discrétisation des entrées peut s'avérerindispensable pour mener à bien le découpage.Des versions neuronales de ce type de classi�eur ont été proposées par plusieurséquipes (M. Golea et M. Marchand [43], par Frean [31], et par Mézard et Nadal [87])44



3.3. Algorithmes constructifssous des formes légèrement di�érentes. Le réseau consiste en un ensemble de percep-trons fonctionellement organisés comme un arbre binaire. Dans cette architecture ilfaut distinguer entre l'organisation structurelle et le fonctionnement : chaque neu-rone de l'arbre n'est connecté qu'à la couche d'entrée. Sa sortie n'est pas connectéevers d'autres neurones, mais elle est utilisée pour décider comment parcourir l'arbre.Chaque neurone de l'arbre introduit une dichotomie de l'espace des entrées. Cha-cun des sous espaces est traité séparément par des n÷uds �ls, qui éventuellementproduisent d'autres partitions. En plus des poids, les réseaux doivent stocker leparcours de décision.Les heuristiques proposées pour engendrer des arbres neuronaux di�èrent parl'algorithme utilisé pour entraîner chaque n÷ud, et/ou dans le critère d'arrêt.En particulier, Neural-Trees [87] peut être vue comme une généralisation deCART [6], dans lequel les hyperplans ne sont pas limités à être perpendiculairesaux axes de coordonnées. L'heuristique du MNTM (Modi�ed Neural Tree Network)[30] similaire à Neural-Trees, ajoute un critère d'arrêt (early stopping) basé sur unemesure de con�ance de la partition. La méthode Stepwise de Knerr et al. [57] permetde bâtir un réseau de neurones à deux couches cachées : la première sert à faire uneséparation en chaque classe en isolant les exemples mal classés. Ceci permet detraiter des sous-ensembles d'exemples de plus en plus petits pour l'apprentissagedes neurones successifs. Quand on a réussi à bien séparer tous les exemples, onajoute une deuxième couche qui réalise une fonction booléenne (neurones de sortietype ET) avec des poids binaires ( ~W = �1), sans besoin d'apprentissage.3.3.2 Heuristiques avec unités sphériquesLes classi�eurs à neurones binaires sphériques ont été introduits par Cooper [80].Ils sont basés sur le stockage d'exemples représentatifs ou prototypes auxquels onassocie un rayon d'in�uence du point. L'intérieur de l'hypersphère représente undomaine de décision associé à la classe du prototype qui est au centre.Algorithme Restricted Coulomb Energy (RCE)Développé par Reilly et al. [80], cet algorithme propose l'heuristique suivante : siun exemple est à l'extérieur de toutes les hypersphères existantes, il ne peut pas êtreclassé. On rajoute alors un neurone dont il est le centre (prototype), de rayon �.Par contre, si l'exemple se trouve dans les domaines de décision d'unités déjà exis-tantes, on réduit le rayon des unités qui codent pour des classes di�érentes de celle del'exemple. Éventuellement une nouvelle unité doit être rajoutée. L'apprentissage sefait en présentant l'ensemble L� itérativement jusqu'à ce que la procédure n'entraîneaucune modi�cation: ni création d'unités ni réduction des rayons d'in�uence. Cer-45



Chapitre 3. Algorithmes d'apprentissagetains problèmes qui peuvent se présenter sont l'apprentissage par c÷ur et le bonchoix du rayon initial, souvent choisi empiriquement.Algorithme Grow and LearnBien que l'algorithme Grow and Learn (GAL) [1] n'utilise pas des perceptronssphériques, il est assez proche de RCE, tant par l'architecture que par la procé-dure d'apprentissage.La di�érence avec RCE, réside dans une structure Winner-Take-All (WTA) oule gagnant-prend-tout, qui remplace les rayons d'in�uence. LeWTA reçoit les sortiesdes unités cachées et calcule un vecteur de sortie qui vaut 1 pour la composante itelle que �i est minimale, et -1 pour toutes les autres. Si on utilise comme critèred'activation la distance euclidienne entre le poids et l'exemple, l'ensemble de cesrégions réalise une partition de l'espace selon un pavage de Voronoï [49].Avec les algorithmes RCE et GAL, le nombre de prototypes créés c'est-à-direla complexité du réseau dépend de l'ordre de présentation des exemples à appren-dre. Pour remédier à cela, Alpaydin [1] propose une amélioration appelée phasede sommeil, qui n'est autre chose qu'une phase d'élagage : on cherche à garderseulement les unités dont le domaine de décision contient des exemples proches desfrontières entre classes, en éliminant les neurones qui sont à l'intérieur d'une régiond'in�uence d'une autre unité de la même classe. Les phases de sommeil et d'éveil(apprentissage) rendent le nombre �nal d'unités aussi indépendant que possible del'ordre d'exemples présentés.
Autres algorithmesLes algorithmes Glocal [23] et Growing cells [33] proposent de couvrir l'espace desentrées avec des hypersphères de taille variable contenant des exemples de la mêmeclasse. Glocal a l'idée intéressante de faire une première séparation avec un percep-tron linéaire, et ensuite de corriger les exemples mal classés avec des hypersphères.Il en résulte un réseau hybride à unités linéaires et sphériques. Ces approches ter-minent souvent avec un grand nombre d'unités cachées.La méthode Covering Regions by the Linear Programmation Method [71] est uneprocédure d'essai et erreur dans le but de choisir le type de neurone (appelé masquepar les auteurs) le plus e�cace parmi hyperplans, hypersphères et hyperellipsoïdes.Les paramètres des neurones sont déterminés par programmation linéaire.46



3.4. Conclusion3.4 ConclusionLa méthode de Rétropropagation du Gradient traite un problème de classi�cationcomme un problème d'approximation de fonctions, en minimisant un coût. Cepen-dant, il est di�cile de minimiser une fonction de coût dans un espace de grandedimension sans tomber dans des minimums locaux. En outre, l'architecture estdéterminée par essai et erreur, ce qui est dépendant de l'expertise de l'utilisateur.Les variations de la RPG par élagage pendant l'apprentissage, permettent de �niravec un réseau moins complexe, mais elles sont dépendantes de paramètres de régu-larisation di�ciles à trouver. D'un autre côté, les critères des méthodes de simpli�-cation après l'apprentissage sont di�ciles à implanter.Nous avons montré l'état de l'art des heuristiques constructives pour la classi�-cation. Elles réduisent l'apprentissage à celui des unités individuelles. Ces heuris-tiques di�érent dans les cibles à apprendre mais aussi dans les types de neuronesutilisés (linéaires, sphériques, continus, binaires). La complexité de la machine estdéterminée par l'algorithme d'apprentissage. Le point commun essentiel de ces al-gorithmes est l'apprentissage individuel des unités.
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Chapitre 4L'algorithme d'apprentissage Minimerror
4.1 IntroductionDans ce chapitre nous allons présenter l'algorithme Minimerror [45, 39] qui sert àtrouver des séparations linéaires, auquel nous avons ajouté un critère d'arrêt e�caceet que nous appellerons désormais Minimerror-L, et l'algorithmeMinimerror-S, quenous avons développé pour la classi�cation par des séparations hypersphériques.Tous les deux sont des algorithmes d'apprentissage pour des perceptrons binaires.Nous avons trouvé une standardisation adéquate des entrées (transparente à l'utilisa-teur) qui évite d'adapter les paramètres de Minimerror-L/S pour chaque problèmeparticulier. Quelques simulations numériques sur des problèmes à entrées binaireset réelles illustrent leurs performances.Ces deux algorithmes sont utilisés pour l'apprentissage des perceptrons indivi-duels dans les algorithmes constructifs décrits au Chapitre 5.L'un des avantages des heuristiques constructives consiste à ramener le prob-lème de l'apprentissage à celui de l'apprentissage par des perceptrons : chaque unitérajoutée est traitée comme un perceptron simple, ce qui permet de faire un appren-tissage plus rapide que dans les réseaux à architecture �xe.Le premier algorithme d'apprentissage pour le perceptron linéaire a été proposépar Rosenblatt [85]. La recherche des poids se fait comme suit : on initialise les poids~w avec des nombres aléatoires. Ensuite, pour tous les exemples � = 1; � � � ; P dansun ordre quelconque, si �� ~w�~�� � 0 alors on modi�e les poids suivant wi = wi+����i .L'algorithme converge en un nombre �ni de pas si l'ensemble L� est linéairementséparable (voir par exemple [85, 70, 24, 49]). Par contre, si l'ensemble ne l'est pas,il ne s'arrête jamais.Une amélioration de l'algorithme du perceptron a été proposée par Gallant [35]avec le Pocket Algorithm, qui permet d'obtenir une solution avec un nombre d'erreursaussi petit que possible. L'idée consiste à garder dans la poche la meilleure solution49



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerrortrouvée, ~w� qui fait un nombre d'erreurs e�. Pour cela on applique l'algorithmestandard du perceptron. A chaque instant t, les poids ~w(t) produisent un certainnombre d'erreurs e(t). Si e(t) < e�, alors on remplace les poids de la poche, ~w�  ~w(t).Au bout d'un certain temps tmax on arrête l'algorithme en prenant comme so-lution non pas ~w(t) mais les poids ~w� qui sont dans la poche. Si on considèreque le nombre d'exemples P est �ni, alors en utilisant cet algorithme pendant untemps su�samment long, on peut espérer trouver les poids qui minimisent le nombred'erreurs avec une grande probabilité. La solution trouvée n'est pas garantie d'êtreoptimale en termes de la distance des exemples à l'hyperplan séparateur, c'est-à-dire, au sens de la stabilité (2.12). En raison de sa simplicité, cet algorithme estsouvent utilisé dans les méthodes constructives présentées au Chapitre 3.4.2 Minimerror-LLe but essentiel de l'apprentissage est de trouver des poids qui minimisent l'erreurde généralisation "g. Cependant, en ne disposant que d'un ensemble d'apprentissageL� �ni, on minimise le nombre d'erreurs "t sur les exemples de cet ensemble, enespérant que les poids trouvés minimisent aussi "g. Ceci peut se poser formellementcomme la minimisation de la fonction de coût suivante :E(~w) = PX�=1 �(�
�(~w)) (4.1)où P est le nombre d'exemples, 
� est la stabilité dé�nie par (2.12) de l'exemple �,et � est la fonction de Heaviside (équation 2.8). Cette fonction compte simplementle nombre d'erreurs (ou sorties incorrectes) produits par les poids ~w. La di�cultépour minimiser cette fonction est qu'elle n'est pas dérivable.L'algorithme du perceptron [85] est capable de trouver une solution qui mi-nimise (4.1) seulement si l'ensemble d'apprentissage est linéairement séparable, i.e.si une solution existe. Il y a d'autres algorithmes qui permettent de trouver dessolutions optimales en termes de la stabilité [55, 86], et de la généralisation [14, 15] sil'ensemble est linéairement séparable ; mais si l'ensemble d'apprentissage ne l'est pas,ils ne s'arrêtent pas. Certains algorithmes [32, 36] détectent l'absence d'une solutionsans erreurs d'apprentissage, et permettent de trouver des poids raisonnables, maisils ne peuvent pas assurer que les poids minimisent le nombre d'erreurs.Le but fondamental d'un bon algorithme d'apprentissage consiste à trouver levecteur des poids ~w qui minimise l'erreur d'apprentissage, et qui maximise les sta-bilités, pour avoir un apprentissage robuste. Pour cela il n'est pas su�sant deminimiser le nombre d'erreurs (le nombre d'exemples dont les stabilités 
 � 0). Le50



4.2. Minimerror-L
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Figure 4.1: La fonction de coût V (
 ; �) = 12 [1� tanh (�
=2)] et sa dérivée.coût (4.1) compte de la même façon tous les exemples non appris, quelles que soientleurs stabilités. Pour pouvoir extraire l'information des exemples pertinents, quiconstituent les frontières entre classes, il faut modi�er la fonction de coût.L'algorithme Minimerror-L [45, 39] minimise la fonction de coût suivante :E(~w ; �) = PX�=1 V (
� ; �) (4.2)où : V (
 ; �) = 12(1� tanh �
2 ) (4.3)représente la contribution d'un exemple avec stabilité 
 à la fonction de coût. Vdépend d'un paramètre � (pour des raisons qui apparaîtront plus loin, on introduitT = 1=�, appelé température).Dans la limite où T ! 0 (� !1), on a :V (
 ; 1) = 8<:0 si 
 > 01 si 
 < 0 (4.4)51



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage MinimerrorDans cette limite, la fonction E(~w ; 1) (4.2) est égale au coût (4.1) : elle comptestrictement le nombre d'erreurs commises sur l'ensemble d'apprentissage. Dans lalimite contraire, quand T !1 (� ! 0) chaque exemple contribue au coût propor-tionnellement à sa stabilité.A température T �nie, les exemples avec une grande stabilité positive 
 � 0 ontV � 0 et ceux avec 
 � 0 ont V � 1. Donc, pour les exemples qui se trouvent loinde l'hyperplan séparateur, E(~w ; �) compte le nombre de fautes ; mais les exemplesdont les stabilités se trouvent dans une fenêtre de largeur � 2T des deux cotés del'hyperplan séparateur (�2=� < 
 < 2=�), contribuent à la fonction de coût pro-portionnellement à 1 � �
=2 : même les exemples bien appris contribuent au coût(4.2). Gordon et Grempel [42] ont montré que si l'ensemble L� est non linéairementséparable, si � est su�samment grand (strictement dans la limite � !1) les poidsminimisent la fonction de coût (4.2) minimisant le nombre d'erreurs d'apprentissage.Par contre, si l'ensemble d'apprentissage est linéairement séparable, il existe unevaleur optimale de �, telle que les poids trouvés avec Minimerror-L généralisent avecun erreur "g numériquement indiscernable de la valeur minimale, qui correspond auperceptron Bayesien [81].A température T �nie, (4.2) est dérivable et l'on peut chercher son minimum parune descente en gradient, ce que l'on ne peut pas faire avec le coût (4.1). Les poidssont modi�és itérativement : ~w(t + 1) ~w(t) + � ~w(t) (4.5)� ~w(t) = �"@E(~w ; �)@ ~w (4.6)L'équation (4.6) peut s'écrire comme d'autres algorithmes d'apprentissage dutype itératif Hebbien [81] : � ~w(t) / PX�=1 c�(t)��~�� (4.7)où le coe�cient c� dépend de l'algorithme 1. Minimerror-L a comme coe�cient :c� / 1cosh2(�
�=2) (4.8)1Par exemple, le Perceptron de Stabilité Maximale (MSP) [41] a c� = �(� � 
�), où � est lastabilité imposée à l'exemple le moins stable. Pour la règle de Widrow-Ho�, c� = 1� 
�.52



4.2. Minimerror-Lqui a son maximum à 
 = 0 et décroît exponentiellement pour des j
j � 2T . Cecisigni�e que la contribution la plus importante à la modi�cation des poids provientdes exemples situés dans une fenêtre de largeur � 2T des deux cotés de l'hyperplanséparateur, avec des stabilités positives ou négatives. Les exemples se trouvant loinen-dehors de cette fenêtre auront des coe�cients exponentiellement petits.La descente peut être faite par la méthode de gradient simple (4.5) ou de gra-dient conjugué [75]). Ra�n et Gordon [81] ont utilisé cette dernière méthode pourtrouver le minimum de (4.2) sur des ensembles linéairement séparables à entréesbinaires. Nous avons fait plusieurs tests sur des ensembles non linéairement sépara-bles en utilisant les deux méthodes et nous avons trouvé que la méthode du gradientsimple proposée par Gordon et Berchier [39] a des performances supérieures à celledu gradient conjugué, comme on le montre plus loin sur des exemples.Dans les applications, la valeur de � qui donne les meilleurs résultats est incon-nue, car elle dépend de l'ensemble d'apprentissage. L'idée intuitive la plus impor-tante de l'algorithme consiste à l'ajuster en cours d'apprentissage, en combinant unrecuit déterministe avec la descente en gradient [39] : à chaque itération 2 on décroîtT (d'où le nom de recuit). La variation de T implique une modi�cation du coût, cequi amène à considérer à chaque pas un coût di�érent, contrôlé par la température.Cette procédure permet d'utiliser l'information des exemples qui sont de plus enplus proches de l'hyperplan pour le positionner.A�n de trouver le minimum du coût, on cherche d'abord la direction de la des-cente en gradient à haute température T0 [39]. Puisque tous les exemples contribuentà l'apprentissage avec la même "force", ceci revient à utiliser la règle de Hebb. Aufur et à mesure des itérations, on décroît T : la fenêtre devient de plus en plusétroite. Quand la température est su�samment basse, le nombre d'exemples dansla fenêtre de largeur 2T est négligeable et l'apprentissage s'arrête.A partir de (4.2) et (4.3) on aura :@E(~w ; �)@wi =X� @V (
� ; �)@wi (4.9)Où chaque terme de la somme est :@V (
� ; �)@wi = � �4k~wk ��i ��cosh2(�
�2 ) �����k~wk � 
� wik~wk2� (4.10)Mais l'implantation de Minimerror (Gordon et Berchier [39]) utilise seulement :2Une itération dans notre contexte représente le passage de tout l'ensemble d'apprentissage quifournit l'information pour trouver la bonne position de l'hyperplan séparateur 53



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror@V (
� ; �)@wi = ��4 ��i ��cosh2(�
�2 ) (4.11)où le préfacteur "�=4 est remplacé par un seul facteur � :� ~w(t) = �� ��i ��cosh2(�
�2 ) (4.12)et le dernier terme de (4.10) est remplacé par une normalisation des poids :~w(t + 1) ~w(t+ 1)k~w(t+ 1)k (4.13)Le choix de la température a une in�uence directe sur l'aspect du "paysage"dé�ni par la fonction E(~w ; �) : à haute température T on aura un paysage de"collines" douces avec des variations d'amplitude peu importantes entre un sommetet une vallée. Par contre, à basses températures, le paysage aura des formes depaliers avec des variations d'amplitude très fortes entre con�gurations voisines.Quand le critère d'arrêt a été satisfait (voir 4.2.2), on fait une dernière mi-nimisation par gradient conjugué, ce qui permet de trouver le minimum du coût.Ce dernier pas doit être fait avec une fonction de coût légèrement di�érente [81] :E�(~w ; �) = PX�=1 V (
� ; �) + (pN + 1 � k~wk)2 (4.14)car, n'ayant pas le droit de normaliser les poids ~w dans la méthode du gradient con-jugué, le dernier terme de (4.14) contraint la recherche des poids ~w dans l'hypersphèrede rayon pN + 1.L'algorithme modi�e itérativement les poids suivant (4.5) et (4.6) en utilisantpour chaque pas une température di�érente. En e�et, après avoir modi�é tous lespoids, la valeur de � est augmentée suivant :�(t+ 1) = �(t) + ��(t) (4.15)où ��(t) est petit 3 pour que la fonction de coût soit peu modi�ée.Puisque T = 1=�, la nouvelle température est :T (t+ 1) = T (t)1 + T (t) � ��(t) ' T (t)� T 2(t)��(t) (4.16)3En pratique, ��(t) est de l'ordre de 10�3.54



4.2. Minimerror-LLa température décroît de plus en plus lentement lors des itérations successives. Ceprocédé de recherche du minimum à des températures décroissantes est appelé recuitdéterministe.Empiriquement, Gordon et Berchier [39] ont trouvé que l'on peut accélérer laconvergence si �� est adapté dynamiquement, de manière à introduire des pas plusgrands lorsque le nombre d'erreurs d'apprentissage ne varie pas. Pour cela, oncompte le nombre d'itérations ts successives pendant lesquelles le nombre d'exemplesmal classés n'est pas modi�é, et ��(t) est donné par :��(t+ 1) = ��0 log(1 + ts) (4.17)où ��0 est une constante. Si à l'itération t le nombre d'erreurs d'apprentissage adiminué, on remet le compteur à zéro ts(t) = 0 et ��(t+1) = 0 : l'itération suivantese fait à la même température. Par contre, si ts(t) 6= 0, la température est dimi-nuée avec des pas qui augmentent logarithmiquement avec le temps écoulé depuis ladernière modi�cation du nombre d'erreurs.Le pas de l'algorithme �, souvent appelé taux d'apprentissage, est aussi adaptable.Il est fonction de l'itération t et de �. On commence avec un � = �0 petit, de l'ordrede 10�2. On véri�e la valeur de � toutes les t0 itérations : si le nombre d'erreurs àl'instant t n'a pas changé, on ne modi�e pas �. Par contre, si ce nombre a changé,on réduit � en le multipliant par un facteur q entre 0 et 1. Empiriquement, nousavons choisi comme facteur q = 0:8, de sorte que :�(t+ 1) = q�(t) (4.18)permet de chercher de plus en plus �nement le minimum.
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Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror4.2.1 Introduction de deux températuresGordon et Berchier [39] et Ra�n et Gordon [81] ont étudié la performance del'algorithme Minimerror-L avec l'utilisation de deux températures : une tempéra-ture T� pour les exemples mal classés, (
 � 0) et une autre, T+ pour ceux avecstabilité positive (
 > 0), avec T� > T+. Les exemples mal classés, sont donc con-sidérés à une température plus haute que les autres. Les deux températures peuventêtre interprétées comme deux fenêtres di�érentes : l'une étroite pour les exemplesbien appris (avec des stabilités positives) et une autre plus large pour les exemplesà stabilités négatives. Ainsi, puisque T� > T+, les modi�cations des poids sont plussensibles aux exemples non appris. Le rapport des températures est indiqué par :	 = �+�� (4.19)La fonction de coût avec deux températures s'écrit :E(~w ; ��; �+) = X
��0V (
� ; ��) + X
�>0V (
� ; �+) (4.20)La descente en gradient est donnée par :~w(t + 1)  ~w(t) + � ~w(t) (4.21)� ~w(t) = � X� � ~w� (4.22)
�w�i = � ��i ��cosh2 ��
�2 si 
� � 0�w�i = � ��i ��cosh2 �+
�2 si 
� > 0 (4.23)où nous avons dé�ni � = "�=4. C'est cette quantité � qui sera considérée désormaisle pas d'apprentissage.On procède de la même façon qu'avec une seule température, en gardant lerapport 	 = �+=�� constant. Quand le critère de convergence est satisfait, onfait la dernière minimisation (avec la méthode du gradient conjugué) à une seuletempérature, que l'on prend égale à 1=�+ pour tous les exemples, de manière àminimiser la fonction de coût originale (4.2) à température T = 1=�+, qui est laplus petite des deux températures T+, T�.56



4.2. Minimerror-L4.2.2 Le critère d'arrêtNous avons trouvé un critère d'arrêt adéquat pour la minimisation de la fonction decoût qui permet de bien placer l'hyperplan séparateur (avec une précision donnée),sans besoin de faire les dernières itérations, souvent inutiles.Pour cela, nous arrêtons les itérations dès que tous les exemples satisfont :j�
�j > d (4.24)avec � = �+ si 
� > 0, � = �� si 
� < 0. La quantité d > 0 est une distance àl'hyperplan séparateur. Avec ce critère, l'algorithme s'arrête dès qu'aucun exemplene se trouve dans une fenêtre de largeur d=�, des deux côtés de l'hyperplan sépara-teur, même si le gradient n'est pas nul. Les termes négligés sont tous plus petits quecosh�2(d=2), et si l'on choisit d su�samment grand, le fait de négliger ces termesn'aura pas de conséquences. Nous avons trouvé empiriquement que d = 2:5 estun bon compromis entre la précision du placement de l'hyperplan et la vitesse deconvergence de l'algorithme, indépendamment de l'application.4.2.3 La normalisation des entréesL'algorithme Minimerror-L a trois paramètres : le rapport 	 = �+=��, le pas del'algorithme � et le choix initial du pas de refroidissement ��. A�n de rendre cesparamètres les plus indépendants possible de la nature du problème, nous avonschoisi de faire une normalisation des entrées ~��. En appliquant une transforma-tion linéaire adéquate, on peut ramener toutes les variables à avoir des ordres degrandeur semblables [8]. Ainsi, nous avons pu déterminer des valeurs standard pourles paramètres de l'algorithme. Ceci permet d'obtenir des résultats satisfaisants sansavoir à les régler pour chaque nouveau problème.Nous appliquons la transformation linéaire standard de chaque composante :e��i = ��i � h�ii4i (4.25)où 1 � i � N . La moyenne h�ii et la variance 4i de chaque composante étantdé�nies comme d'habitude : h�ii = 1P PX�=1 ��i (4.26)57



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror4i2 = 1P PX�=1 (��i � h�ii)2 = 1P PX�=1(��i )2 � h�ii2 (4.27)leur calcul ne nécessite qu'une seule lecture de l'ensemble des P exemples.La recherche des poids se fait dans un nouvel espace d'entrées standardisées e~��,où on va noter les poids ~|, et la stabilité e
� ; on écrit :e
� = ��k~|k �~| � e~��� (4.28)= ��k~|k (j0 + NXi=1 ���i � h�ii4i � ji) (4.29)= ��k~|k ( NXi=1 ji4i ��i + j0 � NXi=1 ji4i h�ii) (4.30)Après l'apprentissage, la transformation inverse est appliquée aux poids :
w0 = k~|k j0 � NPi=1 jih�ii=4irhj0 �PNi=1 jih�ii=4ii2 + hPNi=1 ji=4ii2wi = k~|k ji=4irhj0 �PNi=1 jih�ii=4ii2 + hPNi=1 ji=4ii2 (4.31)La standardisation (4.26) et (4.27) est complètement transparente pour l'utilisateur :avec les poids renormalisés (4.31), le classi�eur s'applique aux nouveaux exemples,dé�nis dans les unités de l'utilisateur, sans besoin de les standardiser.Ce procédé correspond à ramener tous les exemples de l'ensemble d'apprenti-ssage au voisinage d'un hypercube de coté 2, centré sur la moyenne. Le nouvelensemble ainsi dé�ni, e~�� a la propriété d'avoir des composantes de moyenne zéro etde déviation standard unitaire. Ils ont donc une distribution dont les deux premiersmoments sont identiques à ceux des exemples binaires utilisés pour mettre au pointles valeurs numériques des paramètres �, 	 = �+=�� et �� de l'algorithme. Les poidsaprès l'apprentissage sont renormalisés pour être appliqués dans l'espace initial desentrées. On n'a pas besoin de mémoriser h�ii ni42i . D'autres algorithmes ont besoinde garder h�ii et 42i , ce qui en principe équivaut à augmenter la complexité de lamachine.La minimisation de la fonction E(~w ; ��; �+) est réalisée avec les valeurs sui-vantes :58



4.2. Minimerror-L
�+�� = 6� = 0:02��0 = 0:001Les valeurs de ces paramètres ont été déterminées pour des exemples à entréesbinaires situés sur les sommets d'un hypercube à dimension N (comme par exempleles problème du XOR ou de la N -Parité 4). Ces valeurs donnent de bons résultatsdans la plupart des cas.

4.2.4 ExemplesDans cette section nous allons présenter les performances de Minimerror-L surquelques problèmes, ainsi que des tests sur la robustesse des solutions trouvées.
Dépendance suivant la méthode de minimisationCette expérience nous a permis de choisir la méthode de minimisation du coût (4.3).Pour cela, nous avons préparé des ensembles d'apprentissage L� avec des exemplesà entrées binaires ~� choisies au hasard avec des probabilités p(��i = +1) = p(��i =�1) = 12 et sorties � = �1 avec des probabilités p(� = +1) = p(� = �1) = 12 . Cecipermet d'obtenir des ensembles d'apprentissage avec une forte probabilité de n'êtrepas linéairement séparables, même pour des valeurs de N petites. Nous avons créédes ensembles L� pour des valeurs � = 2; 3; � � � ; 6, avec N = 20 et P = �N . Lenombre de simulations a été de 30.4La N�Parité est la fonction booléenne qui a comme sortie �� = +1 si le nombre de bits dansl'état +1 d'une entrée binaire ~�� est pair, �� = �1 autrement. La N�Parité à deux entrées est lecomplément du célèbre problème du XOR, qui a démontré la faiblesse du perceptron [70, 49] dansdes tâches non LS et qui sert (encore) pour tester des algorithmes. 59



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror
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4.2. Minimerror-LDépendance suivant l'initialisation des poidsPour véri�er expérimentalement l'importance du point de départ des poids pour laminimisation, nous avons préparé des ensembles d'apprentissage L� non linéaire-ment séparables avec des entrées ~� choisies au hasard et des sorties � = �1, dela même manière que pour le test précédent. Nous avons créé 30 ensembles L�pour des valeurs � = 2; 3; � � � ; 6, en choisissant la méthode du gradient simple pourla minimisation, compte tenu des résultats obtenus dans l'expérience antérieure.L'initialisation des poids ~w a été :� (a) Au hasard : wi = aléatoire [�1;+1] ; i = 0; � � � ; N� (b) Avec la règle de Hebb : wi =P� ��i �� ; i = 0; � � � ; NDans les deux cas, on normalise les poids : ~w  ~w=k~wk.
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Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage MinimerrorComparaison du nombre d'époquesNous avons comparé le nombre d'itérations (ou époques) nécessaires pour résoudreune tâche linéairement séparable avec Minimerror-L par rapport à l'algorithme duperceptron. Pour cela, nous avons créé des ensembles d'apprentissage linéairementséparables engendrés par un perceptron professeur ~v, les entrées binaires ~� ont étéchoisies au hasard avec des probabilités p(��i = +1) = p(��i = �1) = 12 et les sortiessuivant �(~�) = signe(~v � ~�).Des ensembles d'apprentissage pour N = 20; 50; 100 avec P = �N exemples(� = 0:5; 1; 1:5; � � � ; 10) ont été utilisés. Dans les �gures 4.4 (N = 20; N = 50 et N =100) on montre que Minimerror-L converge en un nombre d'époques plus ou moinsindépendant de la taille de l'ensemble d'apprentissage. Par contre, l'algorithme duperceptron nécessite un nombre d'époques croissant avec � et avec N pour pouvoirséparer les mêmes exemples. Mais bien entendu, une époque de l'algorithme duperceptron est beaucoup plus simple que celle de Minimerror-L.
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4.2. Minimerror-L
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Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage MinimerrorIllustrations à deux dimensions� 1) Nous montrons d'abord un problème à deux dimensions N = 2 avec unensemble L� de P = 200 exemples générés au hasard avec des probabilitésp(��i = +1) = p(��i = �1) = 12 . Les classes � sont données par un perceptronprofesseur de poids ~v, suivant � = signe(~v � ~�) qui a assuré la séparabilitélinéaire. Nous avons mesuré l'erreur de généralisation par "g = 1� arccos(R)où : R = ~v � ~wk~vkk~wk (4.32)Nous montrons dans la �gure 4.5 le professeur ~v et la solution ~w trouvée parMinimerror-L.
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1Figure 4.5: Solution d'un ensemble linéairement séparable engendré par un percep-tron professeur ~v, avec N = 2; P = 200. Le perceptron élève est ~w, etR = 0:999831. "g = 1� arccos(R) = 0:018.� 2) Nous montrons ensuite un problème non linéairement séparable à deuxdimensions N = 2. Nous avons préparé un ensemble d'apprentissage L� deP = 200 exemples à entrées binaires ~� choisies au hasard avec des probabilitésp(��i = +1) = p(��i = �1) = 12 . Un perceptron professeur de poids ~v, donneles sorties � = signe(~v � ~�), que nous avons bruitées en changeant au hasard lesigne de la classe des exemples proches de l'hyperplan dé�ni par le professeur.La classe des exemples dont la stabilité est inférieure à 0:1, c'est-à-dire, les64



4.2. Minimerror-L
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5En particulier, l'un des e�ets considérés critiques pour des applications embarquées (satellites,sondes,...) est l'inversion du contenu des cellules de mémorisation comme résultat de l'impact d'uneparticule chargée (e�et dit Single Event Upset.) 65



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage MinimerrorNous avons étudié des perceptrons de taille N = 50. Les ensembles d'apprenti-ssage L� ont été engendrés par un perceptron professeur, ce qui assure la séparabilitélinéaire. L'in�uence de la taille des ensembles d'apprentissage (contrôlée par �), surla probabilité de généralisation a été l'un des paramètres considérés. Nous avonsfait trois types de tests [3]:� 1. Altération des entrées.Nous avons altéré b bits au hasard pour chaque exemple � de l'ensembled'apprentissage. Si la réponse du perceptron face à l'exemple corrompu estla même que celle face à l'exemple original, on le considère comme étant bienreconnu. Des moyennes sur 200 ensembles d'apprentissage di�érents de lafraction d'exemples bien reconnus � (pourcentage de réponses correctes) pour� = 1; 2; � � � ; 6 en fonction du nombre de bits altérés sont montrées dans la�gure 4.7. La dégradation est approximativement linéaire par rapport à b, à� constante : �(%) � 100(N � b)N� 2. Altération des poids codés comme des nombres réels.Nous avons déterminé la quantité � par rapport à l'altération des poids. Ona stocké les poids comme des valeurs réelles d'après le standard IEEE 754 6.Pour chaque perceptron entraîné, la sortie � a été évaluée après avoir modi�échacun des bits de chaque poids. La moyenne de � sur N = 50 poids de chaqueperceptron sur l = 50 ensembles d'apprentissage est présentée dans la �gure4.8 comme fonction de la position du bit altéré et dans la �gure 4.9 commefonction de �. Comme on l'attendait, la modi�cation du bit de signe perturbela reconnaissance de l'exemple, l'altération de l'exposant est catastrophiquemais seulement 4 ou 5 bits de la mantisse semblent être sensibles. En e�et, lamantisse est codée sur 23 bits et les perturbations causent des erreurs seule-ment pour 40% des bits de poids fort.
6Dans la norme IEEE 754, le bit 0 correspond au signe, les bits 1 à 8 à l'exposant et les bits 9à 31 à la mantisse.66



4.2. Minimerror-L� 3. Altération des poids comme des nombres entiers.Le même test qu'en 2 a été refait, mais en stockant les poids comme des entierscodés sur 16 bits, le bit 0 étant le bit de signe. Comme on voit dans les �gures4.10 en fonction du numéro du bit et 4.11 en fonction de �, la reconnaissanceglobale est moins dramatiquement a�ectée pour des poids entiers que pour despoids réels. En e�et, les bits 8 à 15 n'ont guère d'in�uence sur la sortie.
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Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror
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4.2. Minimerror-L
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Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror4.3 Minimerror-SDans la �gure 4.12 est donné un exemple de points qui ne sont pas linéairementséparables par un hyperplan, mais qu'on peut séparer par une hypersphère. On ditalors, que ils sont sphériquement séparables (SS).Ceci a été l'idée de base qui nous a inspiré pour construire une variante deMinimerror, mais en utilisant des hypersphères pour faire des dichotomies. Unedichotomie sphérique est dé�nie par la surface de l'hypersphère de rayon � et decentre ~w, de manière à attribuer une classe aux vecteurs ~� se trouvant à l'intérieurde l'hypersphère et la classe opposée à ceux se trouvant à l'extérieur.
τ=−1
τ=+1

+\SHUSODQ��D�

+\SHUVSKqUH��E�Figure 4.12: Exemple schématique de données en deux dimensions à deux classesavec polarité négative (exemples à sortie � = �1 entourés des exem-ples de la classe opposée). (a) Solution avec un hyperplan trouvé parMinimerror-L. (b) Une solution alternative sans erreurs, qui peut êtretrouvée avec Minimerror-S.4.3.1 La stabilité sphérique �En supposant que les exemples à sortie � = +1 entourent les exemples à sortie� = �1 (fait que nous appellerons polarité positive), nous avons dé�ni une nouvellestabilité, que nous appellerons désormais stabilité sphérique �, en utilisant le champradial (2.17) de la façon suivante :��(~w) = �� " NXi=1 (wi � ��i )2 � �2# � ��[k~w � ~��k2 � �2] (4.33)70



4.3. Minimerror-Soù nous avons noté le biais � comme un rayon �. La valeurpj��j est une mesure dela distance de l'exemple � à la frontière de l'hypersphère centrée sur ~w, et de rayon �,comme cela est montré dans la �gure 4.13. Le signe de �� est positif si l'exemple ~��se trouve à l'intérieur de la sphère et sa classe est �1, ou s'il se trouve à l'extérieuret sa classe est +1. Donc, �� a des propriétés semblables à celles de la stabilitédans le cas des séparations linéaires. En particulier une valeur positive de �� assureune classi�cation correcte, et plus �� est grand, plus robuste sera la solution trouvée.
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Figure 4.13: La stabilité sphérique �� de l'exemple � par rapport à l'hypersphèrecentrée sur ~w, de rayon �.Polarité négative ou positive?La supposition de polarité négative dans l'équation (4.33) pourrait ne pas êtreadéquate : il n'existe aucune raison pour que les exemples soient distribués de cettemanière. Là encore, deux situations doivent être considérées : l'une où les exemplesdans l'espace des entrées n'ont pas une polarité positive ni négative, ou bien l'autrequi considère une polarité positive. La première situation indé�nie peut être traitéeaussi bien avec la même stabilité à polarité négative (4.33) qu'auparavant. Si l'onsuppose une polarité positive, les dé�nitions de stabilité auraient le signe opposé.71



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage MinimerrorLe problème suivant se pose : quelle hypothèse de polarité doit être faite ? Nousavons résolu le problème de façon pragmatique : en utilisant une polarité �, qui peutêtre mise à � = �1. Ainsi nous apprenons des poids avec � = +1 et avec � = �1.Après l'apprentissage, on compte le nombre de fautes commises par chacune dessolutions, avec � = +1 et � = �1 et on garde celle qui fait le moindre nombred'erreurs. C'est-à-dire, on utilise la dé�nition de stabilité suivante :��(~w) = ��� " NXi=1 kwi � ��i k2 � �2# � ��� �k~w � ~��k2 � �2� (4.34)Après l'apprentissage, lorsque les poids ~w; � sont appris, la sortie donnée par leperceptron sphérique à une entrée ~� quelconque est :� = signen� hk~w � ~�k2 � �2io (4.35)Ainsi, avec l'hypothèse de polarité positive (� = +1), les exemples à l'extérieur del'hypersphère auront une sortie positive tandis que si la polarité est négative, c'estles exemples à l'intérieur de l'hypershpère qui auront une sortie positive.Avec la dé�nition de stabilité (4.34), il peut se présenter la di�culté suivante :les exemples qui sont à l'intérieur de l'hypersphère contribueront à l'apprentissageavec une intensité maximale limitée par la valeur du rayon �, car si l'exemple estsitué au centre de la sphère, alors j�maxj = �2. Par contre, les exemples situésloin à l'extérieur de la sphère peuvent avoir des stabilités bien supérieures en valeurabsolue. Bien que ceci ne soit peut-être pas trop important, car le recuit déterministede Minimerror restreint l'apprentissage aux exemples qui sont de plus en plus prochesdu bord de l'hypersphère, nous avons considéré une dé�nition alternative pour lastabilité. En e�et, le champ radial (2.17) peut être dé�ni comme :hrlog = log" NXi=1 kwi � ��i k2# (4.36)et la stabilité correspondante par :��log(~w) = ��� log" NXi=1 kwi � ��i k2�2 # � ��� log"k~w � ~��k2�2 # (4.37)qui peut avoir des valeurs de j��j ! +1 aussi bien si ~� est à l'in�ni, à l'extérieurde l'hypersphère, qu'au centre.72



4.3. Minimerror-SLes problèmes de stabilité numérique, quand l'exemple est très proche du cen-tre, sont facilement contournables en limitant par une borne inférieure les valeurspossibles de l'argument (cut-o�), pour calculer le logarithme.Il est important de remarquer que, quelle que soit la dé�nition utilisée pour lastabilité, la sortie est donnée par (4.35), car le signe de log k~w � ~�k2 � log �2 est lemême que celui de k~w � ~�k2 � �2.Nous nous sommes posés la question de quelle est la dé�nition de la stabilitéqui donne les meilleurs résultats. Nous avons utilisé les deux expressions pour lastabilité sphérique pour faire plusieurs tests sur des ensembles séparables (LS ouSS) ou non sphériquement séparables. Nous avons corroboré numériquement queles deux approches sont équivalentes, di�érant seulement par le nombre d'époquesnécessaires pour converger : la méthode qui utilise l'expression logarithmique (4.37)nécessite beaucoup plus de temps que celle qui utilise l'expression euclidienne, caril faut calculer la valeur des logarithmes et comparer avec la borne inférieure oucut-o� à chaque itération.Il est important de dire qu'ici on ne fait pas une normalisation des poids ~w,comme pour la dé�nition de la stabilité linéaire. Ceci nous permet d'avoir deshypersphères de tous les rayons � possibles et centrées dans des points ~w quelcon-ques. Ainsi, si l'on prend un centre su�samment éloigné des exemples et un rayonsu�samment grand les perceptrons sphériques sont équivalents à des perceptronslinéaires.L'autre propriété intéressante qu'on avait déjà signalée est que les perceptronssphériques et linéaires ont la même complexité, car le rayon de l'hypersphère prendla place du biais : � � w0. Donc, la complexité d'un réseau de neurones à percep-trons sphériques reste la même que celle d'un réseau construit avec des perceptronslinéaires.Introduisant les dé�nitions (4.34) ou (4.37) dans la fonction de coût (4.20),de Minimerror avec deux températures (T� et T+, avec T� > T+, et un rapport	 = �+=��), E�(~w ; ��; �+) = X���0V (�� ; ��) + X��>0V (�� ; �+) (4.38)avec V (�; ��) = 12(1� tanh(���2 )), on peut trouver par minimisation les paramètresde l'hypersphère (~w et �) que nous continuerons à appeler poids.
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Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage MinimerrorL'algorithme de minimisation, que nous appellerons Minimerror-S, fait une des-cente en gradient qui s'écrit :� ~w(t) = �"@E�(~w ; ��; �+)@ ~w = �"X� @V (�� ; ��; �+)@wi��(t) = �"@E�(~w ; ��; �+)@� = �"X� @V (�� ; ��; �+)@� (4.39)Avec la dé�nition euclidienne (4.33) de la stabilité, on a, pour le centre :@V (� ; ��)@wi = ��2 (wi � ��i )cosh2(����2 )��� (4.40)et pour le rayon : @V (� ; ��)@� = ���2 ����cosh2(����2 ) (4.41)Si l'on utilise la dé�nition logarithmique (4.37) de la stabilité, on a :@V (�log ; ��)@wi = � ��4k~w � ~�k2 (wi � ��i )���cosh2(����log2 ) (4.42)et pour le rayon : @V (�log ; ��)@� = ��4� ���cosh2(����log2 ) (4.43)Dans les deux cas, on utilise �+ si 
� > 0 et �� si 
� < 0.4.3.2 L'initialisation et l'arrêtLe centre ~w(t = 0) est initialement placé sur le barycentre (ou centre de gravité) desexemples à sortie � = ��, donné par :~w(0) = 1P� X�j��=�� ~�� (4.44)où P� est le nombre d'exemples de l'ensemble L� tels que �� = ��.74



4.3. Minimerror-SLe rayon initial �(t = 0) est :�(0) = minf�j��=+�g�qk~w � ~��k2� (4.45)qui est égal à la distance euclidienne du barycentre ~w(0) à l'exemple � le plus proche,qui appartient à la classe opposée (� = �).Le critère d'arrêt de la minimisation de (4.38) est le même que celui que nousavons mis au point pour les perceptrons linéaires, contrôlé par la fenêtre dé�nie parl'inégalité (4.2.2).4.3.3 La normalisation des entréesEn ce qui concerne la normalisation des entrées pour les perceptrons sphériques,nous utilisons la transformation linéaire suivante :e��i  ��i � h�iih4i (4.46)où h�ii est dé�nie par (4.26), mais où h4i est :4i = vuut 1P PX�=1(��i � h�ii)2h4i = 1N NXi=1 4i (4.47)La recherche des poids se fait dans l'espace d'entrées standardisées e~��, où on vanoter les poids ~|, et la stabilité e�� ; on écrit :e�� = ����( e~�� � ~|)2 � j20�= ���( NXi=1 � ��ih4i � � h�iih4i + ji��2 � j20)= ���( NXi=1 [(��i )2 � (h�ii+ h4iji)]2 � h4i2j20h4i2 ) (4.48)et �nalement :e�� = ���h4i2 ( NXi=1 �(��i )2 � (h�ii + h4iji)�2 � (j0h4i)2) (4.49)75



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage MinimerrorCette procédure permet de revenir à l'espace des entrées original de manière simple,en utilisant les poids rénormalisés suivants :
�2 = (h4ij0)2wi = h4iji + h�ii (4.50)Puisque h4i > 0 par dé�nition, (voir 4.47), on a :signe24 ~w � ~� � h~�ih4i !2 � �235 = signe�h�~wh4i+ h~�i�� ~� i2 � h4i2�2� (4.51)

Donc, la sortie (4.35) donnée par les poids (~w; �) dans l'espace des entrées originalest la même que la sortie donnée par les poids renormalisés (4.50).
4.3.4 Exemples de séparations sphériquesLes perceptrons sphériques peuvent-ils résoudre des problèmes linéairement sépara-bles ? La réponse est a�rmative dans la mesure où l'on permet que le centre ~wpuisse s'éloigner à l'in�ni en même temps que le rayon diverge. Cover montre queséparabilité linéaire implique séparabilité sphérique, qui à son tour implique sépara-bilité quadratique, mais le cas contraire n'est pas toujours vrai [19].Nous allons présenter quelques exemples en deux dimensions, a�n de rendre plusintuitives les explications.
� Dans la �gure 4.14, nous montrons un ensemble d'apprentissage L� à N = 2entrées et P = 200 exemples, qui est linéairement séparable, donc soluble parun perceptron linéaire. Minimerror-L trouve une solution qui est représentéepar la ligne droite. Pour le même ensemble, Minimerror-S trouve commesolution un cercle centré sur ~w = f10:58; 6:85g avec un rayon � = 12:62.76



4.3. Minimerror-S
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Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror� Finalement, dans la �gure 4.17 on montre un problème avec P = 200 exemplesdisposés de façon non séparable par une seule sphère. En e�et, les exemplesont été choisis aléatoirement dans deux régions non connexes, de centres ~wg =f�0:5; 0:0g; ~wd = f0:5; 0:0g et de rayons �g = �d = 0:25. La région gauche aPg = 7 exemples à sortie � = �1, l'autre en a Pd = 11. L'initialisation sur lecentre de gravité est ~w(0) = f0:02; 0:03g, �(0) = 0:41. A partir d'elle, le centreévolue jusqu'à se situer sur ~w = f0:49; 0:00g, avec un rayon �nal de � = 0:21.
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4.3. Minimerror-S

���� ���� ��� ��� ���
����

����

���

���

��� �τ �
�τ ��

ξ�

ξ�Figure 4.16: Exemple non séparable. On montre la solution trouvée par Minimerror-S ~w = f0:019; 0:094g; � = 0:616. qui minimise le nombre d'erreurs.

���� ���� ��� ��� ���
����

����

���

���

���
 τ=+1

 τ=-1

ξ2

ξ1Figure 4.17: Exemple non séparable par une seule sphère. Le perceptron sphériqueentraîné par Minimerror-S ~w = f0:489; 0:004g; � = 0:206, sépare larégion (droite) avec un nombre plus important d'exemples à sortie � =�1. 79



Chapitre 4. L'algorithme d'apprentissage Minimerror4.4 ConclusionL'algorithme d'apprentissage Minimerror-L, pour le perceptron simple, a été décrit.Minimerror trouve un ensemble de poids ~w qui minimise une fonction de coût, parune descente en gradient combinée avec un recuit déterministe. Si une solution ex-iste, l'algorithme minimise l'erreur de généralisation ; sinon, il trouve les poids quiminimisent le nombre d'erreurs commises sur l'ensemble d'apprentissage.A partir de l'implémentation existante de Minimerror, nous avons trouvé uncritère d'arrêt satisfaisant (basé sur les propriétés du recuit déterministe), qui permetd'éviter des itérations souvent inutiles. Des tests sur des ensembles d'apprentissage àentrées binaires nous ont permis de régler les trois paramètres libres de Minimerror-L (le rapport de températures, la température initiale et le choix de croissance decette température). Ainsi, une standardisation adéquate des entrées à été trouvée, cequi permet d'obtenir des résultats satisfaisants sans besoin de régler les paramètrespour chaque nouveau problème, ainsi que de revenir facilement à l'espace des entréesoriginal.Nous avons aussi proposé deux dé�nitions alternatives d'une nouvelle stabilité �,basée sur des propriétés d'un champ radial (proportionnel à la distance des exemplesà la surface d'une hypersphère). Cette stabilité nous a permis de généraliser à desperceptrons sphériques l'algorithme d'apprentissage Minimerror. Plusieurs tests surdes exemples à deux dimensions ont con�rmé les performances de l'algorithme, quenous avons appelé Minimerror-S.D'autres tests sur le nombre d'époques nécessaires à la convergence, sur le choixde la méthode de minimisation et sur la robustesse ont aussi été décrits.
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Chapitre 5Trois algorithmes constructifs
5.1 IntroductionDans ce chapitre, nous présentons trois heuristiques de croissance que nous avonsdéveloppées pour engendrer des classi�eurs binaires. Les algorithmes Monoplan etNetLines font des séparations par des hyperplans en utilisant Minimerror-L pourl'entraînement individuel de chaque perceptron et l'algorithme NetSphères utiliseMinimerror-S pour faire des séparations hypersphériques. Les trois algorithmes per-mettent d'engendrer des réseaux à unités cachées binaires, adaptés à des tâches declassi�cation, et qui présentent des bonnes performances en généralisation.Nous avons implémenté une procédure qui élimine les représentations internesrépétées, non nécessaires pour l'apprentissage du perceptron de sortie, valable dansles trois méthodes.Nous proposons également une stratégie utile pour traiter des problèmes à plu-sieurs classes qui engendre des arbres de réseaux. Bien que développée en rapportavec nos algorithmes constructifs, cette stratégie peut aussi bien utiliser d'autresclassi�eurs binaires.En général, les problèmes de classi�cation peuvent se diviser en ceux à entréesbinaires et ceux à entrées réelles. Dans les problèmes à entrées binaires il est tou-jours possible d'isoler des exemples par des hyperplans, car ils se trouvent sur lessommets d'un hypercube à dimension N . Une solution du type grand-mère [64] peutrendre les représentations internes séparables. Dans les problèmes à entrées réellesla situation n'est pas la même, car les exemples peuvent se trouver à l'intérieur del'hypercube, et la possibilité de les isoler n'est pas évidente. C'est cette remarquequi est à l'origine du développement succesif des trois algorithmes présentés dansce chapitre. Nous allons les décrire dans l'ordre où ils ont été développés et nouslaissons pour le Chapitre 6 la présentation des applications.81



Chapitre 5. Trois algorithmes constructifs5.2 MonoplanDans l'algorithme Monoplan [95], chaque unité cachée rajoutée sert à corriger leserreurs d'apprentissage commises par l'unité précédente. La construction du réseause fait en deux phases :� Couche cachée.D'abord un perceptron simple apprend l'ensemble d'apprentissage L� avecl'algorithmeMinimerror-L. Si le nombre d'erreurs d'apprentissage est nul, "t =0, alors L� est linéairement séparable et l'algorithme s'arrête. Le réseau ainsiengendré est un perceptron simple.Si "t > 0, ce perceptron, avec ses poids appris, devient la première unité cachée,h = 1. On ajoute une unité cachée h+1, et on modi�e les cibles à apprendre.Les classes des exemples sont remplacées par les cibles suivantes : �h+1 = +1pour tous les exemples bien classés par l'unité précédente, et �h+1 = �1 pourceux mal appris. On peut résumer ceci par : ��h+1 = ��h ��h . Il a été démontré[64, 44] que chaque unité est capable d'apprendre au moins un exemple de plusque l'unité précédente, ce qui assure la convergence de l'algorithme.Une fois l'apprentissage d'une unité terminé, ses poids ne sont plus modi�és.La couche cachée se développe ainsi, jusqu'à ce qu'une unité ait appris toutesles sorties correctement.Il a aussi été démontré que la parité de la représentation interne associéeà chaque exemple de l'ensemble d'apprentissage est la classe de l'exemple.Cette première phase de construction de Monoplan est identique à celle de lapremière couche de l'algorithme O�set [64]. La di�érence réside dans le faitque ce dernier algorithme implante la parité avec une seconde couche cachée,qui doit être élaguée, alors que Monoplan apprend la sortie avec une seuleunité, en rajoutant des unités cachées si nécessaire, comme suit :� Perceptron de sortie.Dans la deuxième phase de l'algorithme, l'unité de sortie est connectée auxunités de la couche cachée. Cette unité apprend les sorties désirées ��. Si lesreprésentations internes sont linéairement séparables, l'unité de sortie pourrales apprendre et l'algorithme s'arrête. Si l'unité de sortie � ne trouve pasde solution sans erreur, ce qui se produit si les représentations internes nesont pas linéairement séparables, on retourne à la première phase d'ajoutd'unités cachées, mais cette fois les cibles à apprendre par l'unité cachée h+1sont : ��h+1 = �� ��. Il est possible que plusieurs exemples soient associés à lamême représentation interne. C'est-à-dire que les représentations internes sontdégénérées. Dans 5.5 nous discutons ce point plus en détail, et nous décrirons82



5.2. Monoplancomment nous avons simpli�é l'apprentissage de la sortie en tenant compte decette dégénérescence.Ce va-et-vient entre ces deux phases converge, comme il a été démontré en [99](voir annexe B).Pour résumer, Monoplan commence par engendrer une machine à parité : lessorties voulues sont la parité des représentations internes, comme il est montré en[64] et en [9]. Cependant, contrairement à l'algorithme O�set, qui utilise une deux-ième couche cachée pour calculer la parité, si le neurone de sortie détecte que lesreprésentations internes ne sont pas linéairement séparables, Monoplan augmente ladimension de la couche cachée jusqu'à ce que les représentations internes deviennentlinéairement séparables.Pour illustrer le fonctionnement de Monoplan, considérons le problème à deuxdimensions de la 2-Parité (�gure 5.1) : (a) la première unité cachée trouve unhyperplan ~w1 qui permet de bien classer les deux exemples à sortie �1 et l'exempleà sortie +1 du côté positif de ~w1. L'exemple positif restant est �nalement isolépar un deuxième hyperplan ~w2. Les représentations internes correspondantes sontmontrées dans la �gure 5.2 (Il faut noter qu'il y a seulement 3 représentationsinternes di�érentes).

(b)(a)

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

w2 = {1,-1,-1}
ξ2

ξ1

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

w1 = {-1,1,1}

 τ=+1

 τ=-1

ξ2

ξ1

Figure 5.1: La parité à 2 entrées. (a) unité cachée 1. (b) Unité cachée 2. 83



Chapitre 5. Trois algorithmes constructifs
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5.2. Monoplanla première unité, pour les unités suivantes. En e�et, nous avons véri�équ'elle donne de bons résultats dans la plupart des cas étudiés.� 4. Initialisation proximale. Les poids sont initialisés pour assurer l'appren-tissage d'au moins un exemple � (voir le théorème de convergence dansl'Annexe B) qui a été mal classé par l'unité précédente :~wh+1 = � �h ~wh � (1� �h)� �h (~wh � ~��)ê0 (5.1)où ê0 � f1; 0; � � � ; 0g et �h est une petite tolérance : si �h = 0, alorsl'hyperplan sera situé exactement sur l'exemple �. Nous utilisons cetteinitialisation si le nombre d'erreurs obtenues en initialisant avec la règlede Hebb n'est pas inférieur à celui de l'unité précédente.Malgré son élégante simplicité, l'algorithme Monoplan peut avoir des problèmesquand les entrées sont réelles. L'exemple de la �gure 5.3 permet de comprendre oùse trouve la di�culté. En e�et, Monoplan ne peut pas trouver la solution simple(a), avec trois unités cachées, car dans cet exemple chaque unité désapprend desexemples bien appris par l'unité précédente. La solution trouvée par Monoplan, sil'on utilise l'initialisation proximale, sera comme celle représentée en (b), qui n'estpas optimale, ni du point du vue de l'apprentissage car elle nécessite un grandnombre de neurones, ni du point du vue de la généralisation.
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Chapitre 5. Trois algorithmes constructifsCette di�culté de l'algorithme face aux exemples à entrées réelles est due au faitque chaque unité cachée doit apprendre des cibles qui sont fonctions des erreurs del'unité précédente, et non pas des erreurs à la sortie. C'est pourquoi nous avonsmodi�é l'heuristique de Monoplan a�n de corriger les erreurs du point de vue de lasortie, en espérant ainsi améliorer la capacité de généralisation.
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5.3. NetLines5.3 NetLinesComme nous l'avons vu, il n'est pas nécessaire de corriger toutes les erreurs com-mises par les unités cachées, car il est su�sant que les représentations internessoient �dèles et linéairement séparables, pour que l'unité de sortie puisse apprendreles classes des exemples. Si l'unité de sortie est entraînée immédiatement après avoirajouté chaque unité cachée, le réseau peut découvrir que les représentations internessont �dèles et séparables et s'arrêter tout de suite.Ceci nous a suggéré de suivre une stratégie légèrement di�érente pour la croi-ssance de la couche cachée. Nous avons appelé cette heuristique NetLines : NeuralEncoder Trough pattern LINEar Separations, ou codeur neuronal d'exemples par desséparations linéaires.5.3.1 Un exempleNous allons décrire la stratégie générale de cet algorithme par un exemple en deuxdimensions (voir �gure 5.4). Les exemples dans la région grisée appartiennent àla classe � = +1, les autres à la classe � = �1. L'algorithme procède commesuit : une première unité cachée est entraînée pour séparer le mieux possible lesexemples, et trouve une solution, disons ~w1, représentée dans la �gure 5.4 par laligne étiquetée 1, avec la pointe de la �èche vers le sous-espace positif. Comme ily a encore des erreurs d'apprentissage, une deuxième unité cachée est introduite.Celle-ci va être entraînée pour apprendre �2 = +1 pour les exemples qui ont étébien classés par le premier neurone, et �2 = �1 pour tous les autres (la conventionopposée pourrait être adoptée, car toutes les deux sont strictement équivalentes).Supposons que la solution ~w2 est trouvée. Alors, l'unité de sortie est connectée auxdeux unités cachées et est entraînée pour apprendre les sorties originales. Clairementelle ne pourra pas séparer correctement tous les exemples parce que la représentationinterne ~� = (�1; 1) n'est pas �dèle : il existe des exemples des deux classes qui ontla même représentation interne. Le neurone de sortie est alors annihilé, et unetroisième unité cachée est ajoutée et entraînée pour apprendre les sorties �3 = +1pour tous les exemples qui ont été correctement classés par le neurone de sortie et�3 = �1 pour tous les autres.La solution ~w3 est trouvée, et il est facile de voir que maintenant les représenta-tions internes sont �dèles, i.e. les exemples qui appartiennent à des classes di�érentesont des représentations internes di�érentes. Donc, l'algorithme trouve 3 frontièresqui dé�nissent 6 régions ou domaines dans l'espace des entrées. Il est facile de véri�erque les représentations internes attribuées à chaque domaine, et qui sont indiquéessur la �gure 5.4, sont linéairement séparables. Alors, l'unité de sortie pourra en�ntrouver la solution correcte à ce problème. Dans le cas où les représentations internes87



Chapitre 5. Trois algorithmes constructifs
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Figure 5.4: Exemple : les exemples dans la région grisée appartiennent à une classe,ceux de la région blanche, à l'autre. Les lignes (étiquetées 1, 2 et 3)représentent les hyperplans trouvés avec la stratégie de NetLines. Les�èches indiquent les sous-espaces positifs correspondants. Les représen-tations internes de chaque domaine sont aussi indiquées.�dèles ne sont pas linéairement séparables, le neurone de sortie ne peut pas trouverune solution sans erreurs d'apprentissage, et on doit ajouter des unités cachées pourapprendre les sorties �� = +1 pour les exemples bien classés et �� = �1 pour lesautres.Le réseau engendré aura H = h unités cachées. En Annexe B est présentéeune solution [44] à la stratégie d'apprentissage qui établit une borne supérieure deP � 1 au nombre d'unités cachées, (on rappelle que P est le nombre d'exemples àclasser). En pratique l'algorithme �nit avec un nombre plus petit que P , commenous le montrons au Chapitre 6.5.3.2 Initialisation des unitésDe la même manière que pour Monoplan, l'initialisation des unités est importante.Nous avons choisi d'initialiser la première unité avec la règle de Hebb (plus unnombre aléatoire compris entre [�1;+1] si la règle de Hebb trouve des poids nuls) etd'utiliser l'initialisation proximale (5.1) pour les suivants : ceci assure l'apprentissaged'au moins un exemple � mal classé par la sortie.
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5.4. NetSphères5.4 NetSphèresDu fait qu'en pratique on a des ensembles d'apprentissage ayant un nombre �nid'exemples, le problème de la �gure 5.4 pourrait être résolu par seulement deuxunités sphériques qui, en isolant les exemples dans les régions blanches, rendraientles représentations internes séparables par un perceptron à la sortie. C'est pourquoinous avons pensé à combiner l'heuristique de NetLines avec les unités sphériquesprésentées au Chapitre 4.L'algorithme NetSphères construit un réseau de neurones à une couche cachéed'unités sphériques, et une unité de sortie binaire. Cet algorithme suit la mêmeheuristique de croissance que NetLines, mais pour l'entraînement des perceptronsde la couche cachée il utilise l'algorithme Minimerror-S avec la nouvelle stabilitésphérique � dé�nie par (4.33) (respectivement �log dé�nie par (4.37)). Ceci permetd'engendrer des perceptrons à séparation hypersphérique qui font des séparationsentre classes en utilisant des hypersphères et non pas des hyperplans. Cependant,la sortie reste un perceptron linéaire tout à fait comme avec NetLines ou Monoplan.Les critères de convergence de NetLines restent valables pour NetSphères, car ilest évident que le nombre d'erreurs d'apprentissage diminue si l'on rajoute des unitésdédiées à isoler les exemples mal classés dans une mer d'exemples bien classés.Les cibles à apprendre par les unités cachées sont dé�nies de la même manièrequ'avec NetLines, mais il se peut que ceci ne soit pas l'unique choix : le dernierexemple à la �n de ce chapitre montre qu'on pourrait avoir besoin de beaucoupd'unités cachées pour résoudre certaines tâches. C'est pourquoi nous pensons queNetSphères reste un algorithme expérimental, car il faudrait réaliser plus de testspour le mettre au point. La combinaison d'hyperplans et d'hypersphères qui engen-drerait une heuristique hybride peut être une autre voie à explorer.5.4.1 Initialisation des unités� Première unité.On initialise l'unité h = 1 avec un centre ~wh placé sur le barycentre des exem-ples, calculé par l'équation (4.44) et un rayon initial �0 dé�ni par l'équation(4.45).� Initialisation des autres unités.� La deuxième unité est placée sur un exemple ~�� choisi au hasard, parmiceux qui n'ont pas été bien classés par la première unité, (��1 6= � �), lerayon �0 est initialisé à un petit nombre réel. 89



Chapitre 5. Trois algorithmes constructifs� Les centres des unités suivantes (h > 2) sont placés sur un exemple ~��choisi au hasard, parmi ceux qui n'ont pas été bien classés par l'unité desortie (�� 6= � �).5.4.2 Exemples� Exemple 1. Dans la �gure 5.5 nous montrons le problème classique de la parité(équivalent au XOR) à 2 entrées.
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5.4. NetSphères
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Chapitre 5. Trois algorithmes constructifsL'initialisation sur le centre de gravité donne ~w(0) = f0:02; 0:03g. A partird'ici, le premier centre va évoluer jusqu'à se situer sur ~w1 = f0:49; 0:00g,avec un rayon �nal de �1 = 0:21. La deuxième unité va se situer sur ~w2 =f�0:50; 0:00g, et un rayon de �2 = 0:24 ; donc toutes les deux assez proches duréseau professeur utilisé pour générer les exemples. La sortie �nale est donnéepar un perceptron simple avec des poids W = f�0:88; 1:06; 1:05g. Dans la�gure 5.7 on a représenté le réseau �nal.� Exemple 3. Dans la �gure 5.8 nous montrons le problème d'isolation de coins(emprunté à [67]), qui a P = 9 exemples disposés de façon non linéairementséparable. L'initialisation sur le centre de gravité donne ~w(0) = f0:0; 0:0g. Apartir d'ici, la position du centre va stagner mais le rayon va grandir jusqu'àce qu'il soit �(t) = 1:22. Par comparaison, nous montrons aussi une solutiontypique avec NetLines : quatre hyperplans H1; H2; H3 et H4 sont nécessairespour séparer les classes.
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5.5. Dégénérescence des représentations internes� Exemple 4. Dans la �gure 5.9 nous montrons le problème non linéairementséparable de la �gure 4.16, Chapitre 4. Un réseau avec h = 8 unités cachées aété créé par NetSphères. Bien que la solution puisse apprendre tout l'ensembled'apprentissage, elle n'est pas optimale : il aurait su�t de deux sphères pourapprendre la structure du professeur. Ce problème n'est pas dû aux initial-isations des unités, mais surtout à la manière dont on a choisi les cibles àapprendre par les unités cachées.
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ξ�Figure 5.9: Même exemple bidimensionnel que dans la �gure 4.16. On a besoin dehuit sphères pour rendre les représentations internes séparables.5.5 Dégénérescence des représentations internesDans les trois algorithmes décrits, on associe une représentation interne ~�� à chaqueexemple � = 1; � � � ; P . Ainsi, il se peut que plusieurs exemples soient associés à unmême état dans la couche cachée. Par exemple, dans le problème du XOR les quatreexemples peuvent être associés à seulement trois états � di�érents (�gure 5.2) 1. Ceciest un phénomène désirable qu'on appelle contraction de l'espace d'entrées. En e�et,pour P exemples appartenant à l'ensemble d'apprentissage L�, on n'aura que P` � Preprésentations internes ~�� ; � = 1; � � � ; P`.1En général, pour la N -Parité on aura N + 1 représentations di�érentes. 93



Chapitre 5. Trois algorithmes constructifsDu point de vue du perceptron de sortie il est su�sant d'apprendre les P`représentations internes di�érentes, en négligeant celles qui sont répétées, soit dégé-nérées. En pratique, nous avons trouvé que un grand nombre de représentationsinternes répétées peut compliquer (voire empêcher) le positionnement correcte del'hyperplan séparateur au niveau du neurone de sortie avec Minimerror.En e�et, si une représentation interne est très dégénérée, elle contribue avecun coe�cient c� (voir l'éq. (4.8) au Chapitre 4) multiplié par sa dégénérescence(quantité de répétitions). Par exemple, dans le cas extrême où on n'aurait quedeux représentations internes di�érentes : �1 et �2, avec un seul exemple associéà �1 et P � 1 exemples associés à �2, �2 est très dégénérée. Si P est très grand,la contribution de �1 à l'apprentissage sera très faible. Dans ce cas, Minimerrorplacera l'hyperplan très près de �2, et aura besoin de beaucoup d'itérations. Puisquesi deux représentations internes identiques sont �dèles, elles ne peuvent pas donnerdes sorties di�érentes. Pour l'apprentissage de la sortie, il est donc su�sant degarder seulement les représentations internes qui sont di�érentes. C'est pourquoinous gardons une liste avec les représentations internes et leurs sorties, dont le codebinaire (représenté comme un entier en puissances de 2) est di�érent. Cet ensembleconstitue l'ensemble d'apprentissage non dégénéré f~�� ; � �g ; � = 1; � � � ; P` quenous utilisons pour l'apprentissage du perceptron de sortie. Cette procédure présentel'avantage d'un apprentissage plus. La solution obtenue est plus robuste au sens dela Sous-section 4.2.4.5.6 Généralisation à des problèmes de plus de 2classesDans cette section nous présentons une mise en ÷uvre qui permet de traiter desproblèmes ayant un nombre de classes supérieur à deux.La façon usuelle de résoudre des problèmes ayant plus de deux classes, consiste àgénérer autant de réseaux que de classes. Chaque réseau est entraîné pour séparer lesexemples d'une des classes de tous les autres. Une stratégie de compétition du type"le gagnant prend tout" Winner-Takes-All (WTA), basée sur la valeur de la sommepondérée des sorties en l'équation (2.20), est utilisée pour décider la classe si plusd'un réseau reconnaît l'exemple présenté. Comme nous utilisons des poids qui ontété normalisés, dans notre cas la somme pondérée à la sortie n'est autre chose quela distance à l'hyperplan séparateur de la représentation interne de l'entrée. Tousles exemples avec la même représentation interne donneront donc, la même valeurde la somme pondérée, de façon indépendante de la position relative de l'exempledans l'espace des entrées. Une forte somme pondérée du neurone de sortie n'estpas inconsistante avec de petites sommes pondérées au niveau des neurones cachés.94



5.6. Généralisation à des problèmes de plus de 2 classesDonc, une décision naïve du type WTA pourrait ne pas donner de bons résultats,comme montre l'exemple décrit dans 6.3.4.
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Chapitre 5. Trois algorithmes constructifsLa performance de ces arbres peut dépendre de la séquence d'apprentissagechoisie. C'est pourquoi, il est convenable d'attribuer la sortie par le vote d'unnombre impair de réseaux entraînés avec des séquences d'apprentissage di�érentes.Nous avons véri�é empiriquement, comme il est montré dans la section 6.3.4, que cevote améliore les résultats obtenus avec des arbres de réseaux isolés.5.7 ConclusionsNous avons présenté une description formelle de trois nouvelles heuristiques de crois-sance pour des problèmes de classi�cation.L'algorithme Monoplan a été conçu initialement pour des problèmes à entréesbinaires. Chaque unité cachée linéaire sert à corriger les erreurs commises par l'unitéprécédente. La croissance du réseau est limitée quand l'ensemble d'apprentissage aété bien appris. Cependant, pour des problèmes à entrées réelles, nous avons montréque cette stratégie peut engendrer des réseaux qui ne sont pas optimaux.C'est pourquoi nous avons développé une stratégie légèrement di�érente pour lacroissance de la couche cachée. L'algorithme NetLines corrige les erreurs d'appren-tissage qui sont détectées à la sortie du réseau, ce qui nous a permis, en principe derésoudre des problèmes à entrées réelles, plus di�ciles avec moins d'unités.L'algorithme NetSphères suit la même stratégie de croissance de NetLines, maisen utilisant des perceptrons sphériques et non pas des perceptrons linéaires. Ainsi,nous avons montré que certains problèmes à entrées réelles peuvent être résolus plusfacilement avec cette stratégie.Dans les trois cas, l'élimination des représentations internes dégénérées permetde trouver la solution la plus stable à la sortie.Une généralisation à des problèmes de classi�cation à plus de deux classes enutilisant des réseaux en arbre et un vote a été aussi proposée. Cette méthode al'avantage de pouvoir être utilisée par n'importe quel algorithme de classi�cationbinaire.
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Chapitre 6Tests et applications
6.1 IntroductionToute nouvelle approche doit être évaluée et testée sur des applications. Les algo-rithmes d'apprentissage Minimerror-(L/S), et les trois nouvelles méthodes incrémen-tales présentées, ont été testés avec des problèmes étalon plus ou moins académiques :les problèmes de Monks, les trois formes d'ondes de Breiman, et le problème de deuxdomaines ou plus ; et des problèmes bien connus plus réalistes : la classi�cation deséchos de sonar, celle des iris, le diagnostic du cancer du sein à partir de prélèvementset l'identi�cation de cas de diabète.Dans toutes les applications, nous analysons la taille du réseau engendré, quiest une mesure de sa complexité, ainsi que l'erreur de généralisation. L'erreur degénéralisation peut être estimée par plusieurs méthodes empiriques. Nous com-mençons par un rappel de certaines de ces méthodes avant de décrire les résultatsdes tests.6.2 Estimations empiriques de l'erreur de générali-sationEn pratique, le nombre de données disponibles est limité. Il faut utiliser des mesuresempiriques pour estimer les performances des réseaux. Une question se pose main-tenant : comment mesurer réellement l'erreur d'apprentissage et la capacité degénéralisation ?On cherche à mesurer l'erreur de prédiction du réseau, mais ne disposant qued'un ensemble �ni de données, il n'est pas possible de calculer exactement la valeurdes intégrales (2.22) et (2.25), il faut donc l'estimer. Pour cela il existe des mesuresempiriques qu'on verra dans la présente section.97



Chapitre 6. Tests et applicationsSoit D = P + G le nombre total d'exemples disponibles. On peut diviser cesdonnées en deux sous ensembles : L� avec P exemples et un ensemble de G exemplesG = f~��; ��g ; � = 1; � � � ; G.On fait l'apprentissage sur l'ensemble L� et on mesure la capacité de généralisa-tion sur GCette méthode utilise en e�et l'information contenue dans deux ensembles d'ap-prentissage : L� et celui de validation. En problèmes de classi�cation nous n'avonspas constaté ce phénomène de sur-apprentissage, alors nous utilisons que l'informationdisponible dans l'ensemble L� et arrêtons l'apprentissage quand "t = 0. L'erreurd'apprentissage "t est estimée par "̂t, la fraction d'exemples qui ont été mal apprisou non appris par le réseau : "̂t = 1P PX�=1 �(�����) (6.1)L'erreur de généralisation "g peut être estimée par "̂g, la fraction d'exemples de Gque le réseau classe mal : "̂g = 1G GX�=1 �(�����) (6.2)Pour obtenir des valeurs signi�catives, il faut e�ectuer la moyenne des perfor-mances mesurés sur un nombre l = 1; � � � ; L statistiquement pertinent d'expériences,chacune étant associée à des ensembles L�l et G�l di�érents choisis au hasard [48].Deux méthodes que nous utiliserons par la suite sont :� 1. Hold-out. Pour obtenir des résultats non biaisés, il faudrait faire l'apprenti-ssage et le test sur toutes les �DP� combinaisons possibles, mais en pratique onne fait qu'un nombre su�sant V d'essais. L'erreur de généralisation est alorsestimée par : "̂g = 1V VXj=1 1G GX�=1 �(�����j ) (6.3)� Leave-one-out. Dans le cas d'un ensemble de données assez réduit, on utiliseune partition particulière : on prend D-1 exemples pour apprendre et 1 seulpour le test, et on calcule ensuite les performances moyennes sur toutes les �D1�combinaisons possibles, dans ce cas sont réduites à D, et l'erreur de générali-sation est estimée par :98



6.3. Problèmes étalon
"̂g = 1D DX�=1 �(�����) (6.4)6.3 Problèmes étalonLes problèmes étalon permettent de comparer un algorithme avec d'autres quand ilssont confrontés à la même base d'apprentissage et dans les mêmes conditions de test,étant donné qu'on connaît la solution. Il est possible ainsi d'étudier les performancesd'apprentissage et de généralisation, mais aussi de mesurer la complexité (ressourcesutilisées pour une tâche, comme le nombre d'unités cachées ou le nombre de poids)du classi�eur.Nous avons évalué les algorithmes présentés au chapitre précédent sur des pro-blèmes étalon 1 à entrées binaires : la N -Parité, les trois problèmes de Monk's etle problème de deux domaines ou plus. Parmi les problèmes à entrées réelles, nousavons étudié : la classi�cation des échos sonar, des iris, les trois formes d'ondes deBreiman et les diagnostics de cancer du sein et de diabète.La N-ParitéL'une des premières tâches que nous avons considérée est l'apprentissage de la N -Parité avec les algorithmes Monoplan et NetLines. Bien qu'on sache que le nombreoptimum d'unités cachées qui permet de résoudre ce problème avec un réseau à unecouche cachée sans rétroactions est H = N , plusieurs tentatives [73] avec la RPG etd'autres approches non constructives n'ont pas réussi à trouver cette solution. Dansla N -Parité, le problème est assez di�cile pour la première unité : si l'hyperplancorrespondant est bien situé, il permettra de trouver le nombre minimum de fautes(erreurs), et étant donné la géométrie symétrique du problème, le reste est moinsdi�cile à résoudre.Mais, quel est le nombre minimum de fautes pour la N -Parité ? pour trouver cenombre, considerons d'abord la �gure 6.1a, pour la 2-Parité, le vecteur ~w1 séparel'espace d'entrée, où on voit que les exemples � = 2; 3 et 4 sont bien classés, tandisque l'exemple à sortie négative � = 1 est mal classé : ~w1 fait donc (et on nepeut pas faire mieux), une erreur. Pour la 3-Parité il faut considérer un espaceà trois dimensions. Dans la �gure 6.1b, le vecteur ~w1 classe bien les exemples� = 1; 2; 3; 6; 7; 8 et ceux � = 4; 5 sont mal classés ; alors, il fait deux fautes.1Toutes les bases de données des problèmes de cette Section ont été prises sur le site UCI àl'adresse Internet http://www.ics.uci.edu/ mlearn/MLRepository.html, sauf pour les problèmes de laN -Parité et celui de 2 domaines ou plus. 99



Chapitre 6. Tests et applications

Figure 6.1: La N -Parité : (a) N=2 et (b) N=3 entrées.�k �0 �1 �2 �3 �4 �5 �6 �7 �8 f �N - + - + - + - + - Erreurs2 1 2 1 13 1 3 3 1 24 1 4 6 4 1 55 1 5 10 10 5 1 106 1 6 15 20 15 6 1 227 1 7 21 35 35 21 7 1 448 1 8 28 56 70 56 28 8 1 93Tables 6.1: Nombre minimum de fautes pour la N -ParitéEn généralisant ce résultat, et puisque les sorties sont disposées de façon symétrique,on peut construire le tableau 6.1, qui représente le triangle de Pascal, où on a dé�nila distribution des sommets �k par les coe�cients du binôme �k = �Nk � ; k =0; 1; � � � ; N . Cette distribution alternée des sommets à sortie �1 ou +1 est séparéepar des hyperplans successifs. Si l'on prend N = 3, on a un exemple à sortie �1(�0), trois à sortie +1 (�1), trois à sortie �1 (�2) et un à sortie +1 (�3). L'hyperplanséparateur qui minimise le nombre d'erreurs doit se situer entre �1 et �2, ce qui donnedeux fautes. La dernière colonne représente le nombre minimum de fautes pour laN -Parité commises par un perceptron à N entrées. D'où, une analyse a montré quece nombre, qu'on désignera f � est :100



6.3. Problèmes étalon
f � = 8><>:f �(N = 2p) = pPi=1 � 2p2p+i�1�f �(N = 2p+ 1) = 2f �(2p) p = 1; 2; 3; � � � (6.5)Nous l'avons corroboré expérimentalement en résolvant le problème de la N -Paritépour 2 � N � 11, toujours avec H = N unités cachées [94].Ce problème nous a permis entre autres, de régler les trois paramètres libresde Minimerror-L (�; ��;	 = �+=��) et de véri�er que le nombre d'erreurs f(N)trouvé par la première unité cachée h = 1 de Monoplan (ou NetLines) correspondaite�ectivement au nombre minimum de fautes.6.3.1 Un cas linéairement séparable : l'identi�cation des échosdu sonarLa base des échos sonar [46] a été largement utilisée pour tester plusieurs algorithmesd'apprentissage [5, 4, 12, 20, 54, 82, 84, 91, 104]. Dans ce problème le classi�eurdoit discriminer si un écho sonar était produit par un cylindre de métal ou par unrocher trouvé dans le même environnement. La base contient 208 spectres de sonarpré-traités dé�nis par N = 60 valeurs réelles dans la gamme [0; 1], et leur classecorrespondante. Parmi ceux-ci, les premiers P = 104 exemples sont habituellementemployés comme l'ensemble d'apprentissage qui détermine les paramètres du clas-si�eur. La fraction d'exemples mal classés parmi les restants G = 104 spectres,l'ensemble de test, est employé pour estimer l'erreur de généralisation produit parl'algorithme d'apprentissage. On a dé�ni arbitrairement � = +1 pour les mines et� = �1 pour les rochers.En étudiant cette base avec Minimerror-L [95, 10, 98] nous avons trouvé que nonseulement l'ensemble d'apprentissage (i.e. les premiers P = 104 exemples appelésci-après l'ensemble standard d'apprentissage) et l'ensemble de test (i.e. les derniersG = 104 exemples) de la base sont tous les deux linéairement séparables, fait déjàrapporté dans [47, 95], mais aussi que l'ensemble complet de P +G = 208 exemplesest linéairement séparable. L'erreur de généralisation des poids ~wP qui séparentl'ensemble standard d'apprentissage est "g �= 0:22, correspondant à 23 erreurs declassi�cation sur l'ensemble de test. Une erreur de généralisation plus faible peut êtreobtenue en arrêtant l'algorithme avant la convergence. Notre meilleure performancede généralisation, "g �= 0:15 (16 erreurs), a été obtenue en arrêtant l'apprentissageavec 8 erreurs (nous désignons ~wPe les poids correspondants). Cependant, la perfor-mance générale (erreurs d'apprentissage et test ensemble) est pire que celle obtenueavec les poids ~wP . En entraînant avec les exemples de test, habituellement utiliséscomme ensemble de test, nous déterminons les poids ~wG qui séparent linéairement101



Chapitre 6. Tests et applicationsl'ensemble de test. L'erreur correspondante de généralisation estimée en utilisantles P premiers exemples comme ensemble de test est "g �= 0:23 (24 erreurs). En�n,en entraînant avec l'ensemble complet de P + G = 208 exemples, les poids ~wP+Gséparent tous les exemples, montrant que cette base est linéairement séparable.Les poids ~w obtenus en entraînant avec di�érents ensembles sont normaux àl'hyperplan séparateur correspondant. Les projections des exemples d� � ~w�~��=pN ,sont proportionnelles à la somme pondérée jd�j, qui est la distance de l'exemple �à l'hyperplan, tandis que signe(d�) est la sortie du réseau à l'exemple �. Nousreprésentons dans la �gure 6.2 les valeurs de d� correspondant à ~wP et à ~wP+G,comme une fonction du numéro de l'exemple dans la base. On voit que les poids ~wPcorrespondent à une solution robuste : il y a une marge de largeur � = 0:1226 libred'exemples, sur les deux côtés de l'hyperplan. Cet écart est beaucoup plus réduit(� = 0:00284) �à peine visible sur la �gure� pour la solution séparant l'ensemblecomplet de données, montrant que c'est un problème beaucoup plus di�cile.

� �� �� ��� ��� �����

��

��

�

�

�

µ

�E�
�τµ

=+1���
�τµ

=−1���

� �� �� ��� ��� �����

��

��

�

�

�

7UDLQLQJ�6HW

d 
µ

�D�
�τµ

=+1���
�τµ

=−1���

µFigure 6.2: Distance des exemples à l'hyperplan séparateur, avec un signe correspon-dant à la sortie actuelle du perceptron. La classe correcte est �� (�� = +1pour les mines, �� = �1 pour les rochers). (a) Hyperplan déterminé avecl'ensemble d'apprentissage standard (qui contient les premiers P = 104exemples de l'ensemble total), montrant les 23 erreurs sur l'ensemble detest. (b) Hyperplan déterminé avec l'ensemble d'apprentissage total deP +G = 208 exemples.102



6.3. Problèmes étalon6.3.2 Entrées binairesLes trois problèmes de MonkL'intérêt de ces problèmes est qu'ils ont déjà servi de test à plusieurs autres méth-odes d'apprentissage, symboliques et/ou numériques [92]. Ces sont des problèmesde logique, qui peuvent être énoncés à partir de six attributs sensés caractériser desrobots, comme on le montre dans le tableau 6.2.variable valeursx1 Forme de la tête cercle, carré, octogonex2 Forme du corps cercle, carré, octogonex3 Sourie ? oui, nonx4 Que porte-t-il ? épée, ballon, drapeaux5 Couleur de la veste rouge, jaune, vert, bleux6 A-t-il une cravate ? oui, nonTables 6.2: Attributs pour les trois problèmes de Monk's.Chaque problème est une proposition logique, que le réseau doit découvrir, enattribuant une sortie � = +1 aux con�gurations d'entrée pour lesquelles la propo-sition est vraie, ou � = �1 si elle est fausse. Le réseau de neurones est construitpar l'apprentissage de P exemples parmi les D = 432 exemples possibles. Lestrois propositions, et le nombre d'exemples dont on dispose, sont montrés dans letableau 6.3.Problème Description Nombre d'exemples PM1 (x1 = x2) OU (x5=rouge) 124M2 Exactement deux attributs parmi les six 169prennent leur première valeurM3 (x5=vert ET x4=épée) OU 122 (bruités)(x5 6=bleu ET x2=octogone)Tables 6.3: Les trois propositions logiques des problèmes de Monk's.Nous avons codé les attributs xj ; j = 1; � � � ; 6 avec N = 17 variables binaires�i ; i = 1; � � � ; N , de la même façon que les méthodes neuronales (RPG et CascadeCorrelation), pour travailler dans les mêmes conditions [92].Une di�culté supplémentaire a été introduite dans M3 : l'ensemble d'appren-tissage contient 5% d'exemples incorrectement classés. Nous présentons dans les103



Chapitre 6. Tests et applications�gures 6.3-6.5, les performances en généralisation de NetLines et celle de plusieursautres méthodes sur les trois problèmes. Cette performance est mesurée par le pour-centage d'exemples de test (les G = 432�P exemples n'appartenant pas à l'ensembled'apprentissage) qui ne sont pas bien classés par le réseau.Dans les problèmes sans bruit (M1 et M2), NetLines atteint "t = 0 en appren-tissage et "g = 0 en généralisation. Par contre, lorsqu'il y a du bruit dans labase d'exemples (comme c'est le cas dans M3), ni NetLines ni les autres méthodesneuronales n'arrivent à extraire la proposition sous-jacente. NetLines extrait uneproposition compatible avec tous les exemples, même ceux qui sont erronés, ce quiexplique une moins bonne performance en généralisation. Dans le cas de NetSphères,il atteint une performance inférieure avec 5 unités cachées, montrant que la solutionsphérique n'est pas optimale dans ce problème.
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Chapitre 6. Tests et applicationsLe problème de 2 domaines ou plusDans ce problème [27] le réseau doit discriminer si le nombre de domaines dans unanneau de N bits est strictement plus petit que 2 ou non. Un domaine est uneséquence de bits identiques entourée par des bits de l'autre type, sans une limiteprécise. Les exemples sont engendrés par une méthode de MonteCarlo dans laquellele nombre moyen de domaines est contrôlé par un paramètre k [68]. Nous avonsgénéré des ensembles d'apprentissage de P exemples avec k = 3, correspondant àun nombre moyen de domaines de � 1:5, pour des anneaux de N = 10 et N = 25bits.
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Figure 6.6: Deux domaines ou plus pour des chaînes de deux tailles, N = 10 et N =25. Erreur de généralisation "g vs. taille de l'ensemble d'apprentissageP , pour di�érents algorithmes. N = 10: RPG [88], Stepwise [57]. N =25 : Tiling [68], Upstart [31]. Les résultats avec l'algorithme Growth[72] sont indiscernables de ceux de Tiling à l'échelle de la �gure. Lesrésultats de Monoplan et NetLines sont des moyennes sur 25 tests.L'erreur de généralisation correspondant à plusieurs algorithmes d'apprentissage,calculée sur des ensembles de test indépendants, mais de même taille que les ensem-bles d'apprentissage, i.e. G = P , sont montrés dans les �gures 6.6 en fonction deP . Les points avec des barres d'erreur correspondent à des moyennes sur 25 essais.Les résultats avec NetLines, Monoplan et Upstart pour N = 25 ont presque lesmêmes performances quand on fait l'apprentissage jusqu'à avoir zéro fautes. Nousavons essayé l'e�et d'arrêter avant de tout apprendre (early stopping), en imposantun nombre maximal de H unités cachées. L'erreur résiduelle d'apprentissage "t est106



6.3. Problèmes étalonmontrée dans la même �gure, comme une fonction de P . On voit que, arrêtant tôtl'apprentissage, on a un léger accroissement de l'erreur de généralisation "g, mon-trant que les unités cachées au-delà de 2 ne produisent pas de sur-apprentissage. Lenombre de poids employé par di�érents algorithmes en fonction de P est montré enéchelle logarithmique, dans les �gures 6.7. Il apparaît que la stratégie de NetLinesest légèrement meilleure que celle de Monoplan, par rapport à la généralisation ettaille du réseau. L'avantage de Monoplan, qui n'a pas besoin d'entraîner l'unité desortie après chaque unité cachée, est perdue parce qu'il termine avec un plus grandnombre d'unités cachées.
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Chapitre 6. Tests et applicationssans qu'il soit nécessaire d'équilibrer le nombre d'exemples de chaque classe. Dansla �gure 6.8a, l'erreur de généralisation du classement de G � D � P exemples estmontrée comme une fonction du nombre correspondant de poids dans une échellelogarithmique. Pour comparaison, les résultats obtenus avec un perceptron entraînéavec Minimerror-L avec P = 75 exemples est inclus dans la même �gure. Lesrésultats, moyennés sur 50 tests indépendantes pour chaque P , montrent que lesdeux algorithmes NetLines et Monoplan ont de faibles "g et nécessitent moins deparamètres que d'autres algorithmes.Le réseau entraîné peut être employé pour classer les exemples avec des attributsmanquants. Le nombre d'exemples parmi les 16 cas avec l'attribut manquant, estmontré comme une fonction de �6 dans la �gure 6.8b. Pour des grandes valeurs de�6 il y a des décalages entre le diagnostic médical et le diagnostic du réseau sur lamoitié des cas. C'est un exemple de la sorte d'information qui peut être obtenuedans des applications pratiques.
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Figure 6.8: Classi�cation du cancer du sein. (a) "g calculé par plusieurs algorithmescomme une fonction du nombre de poids (échelle logarithmique) desréseaux correspondants à P = 525. 1, 2, 3: RPG sans connexions del'entre vers toutes les unités (court-circuits) [78] ; 4, 5, 6 : RPG avecdes court-circuits [78] ; 7 : Cascade Correlation [23]. Des résultats avecd'ensembles d'apprentissage plus petits P = 75 et P = 160 (résolus avecun perceptron simple), sont montrés. (b) Erreurs de classi�cation vs.valeurs possibles de l'attribut manquant pour les 16 exemples incomplets.Les résultats de Monoplan et NetLines sont moyennés sur 50 tests.Dans la �gure 6.9 nous montrons les performances obtenues par les trois heuris-108



6.3. Problèmes étalontiques incrémentales : Monoplan et NetLines ont obtenu les meilleurs performancesen "g et poids, et NetSphères obtient un nombre plus important de poids, montrantque le réseau hypersphérique n'est pas optimal dans ce problème. Malgré tout, unperceptron hypersphérique obtient des performances comparables en "g à Monoplanet NetLines, mais avec un faible nombre de poids.
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Le diagnostic de diabèteDans ce problème [66, 78] il y a D = 768 exemples décrits par N = 8 attributs réels(voir le tableau 6.4), correspondant à � 35% de femmes indiennes Pima sou�rantde diabète, les 65% restantes étant saines.Des ensembles d'apprentissage de P = 576 exemples étaient sélectionnés auhasard, et la généralisation était mesurée sur les G = 192 exemples restants. Unecomparaison des résultats obtenus par d'autres algorithmes dans les mêmes con-ditions, présentée dans la �gure 6.10, montre que NetLines a besoin de moins deparamètres, et atteint une meilleure performance. 109



Chapitre 6. Tests et applicationsAttributs Interprétation�1 Nombre de fois enceinte�2 Concentration de glucose 2 heures après un test oral de tolérance�3 Pression diastolique du sang (mmHg)�4 Épaisseur de peau dans le triceps (mm)�5 2 heures sérum insuline (mu U/ml)�6 Indice de la masse du corps (kg/m2)�7 Fonction de prédisposition au diabète�8 Âge (années)Tables 6.4: Attributs des données pour le diagnostic de diabète des indiens Pima.
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6.3. Problèmes étalond'apprentissage. Le vote améliore la performance, comme on l'attendait.Les trois formes d'ondes de BreimanCe problème a été introduit pour tester la méthode CART [6]. Les exemples d'entréesont dé�nis par N = 21 amplitudes réelles x(t) échantillonnées régulièrement àintervalles t = 1; 2; � � � ; N . Chaque exemple est une combinaison linéaire, convexeet bruitée de deux parmi les trois ondes élémentaires h1(t); h2(t); et h3(t) montréesdans la �gure 6.11. Il y a trois combinaisons possibles, et la classe de l'exempleidenti�e de quelle combinaison il est émis. Les vecteurs d'entrée pour chaque classesont engendrés de la manière suivante :x(t) = uh1(t) + (1� u)h2(t) + �(t) ; t = 1; � � � ; 21 Classe 1x(t) = uh1(t) + (1� u)h3(t) + �(t) ; t = 1; � � � ; 21 Classe 2x(t) = uh2(t) + (1� u)h3(t) + �(t) ; t = 1; � � � ; 21 Classe 3où u est une variable aléatoire suivant une loi uniforme de distribution sur l'intervalle[0; 1], et �t ; t = 1; � � � ; 21 des variables aléatoires de moyenne nulle et varianceunitaire. Les classes sont équiprobables.

Figure 6.11: Les trois ondes de base. Ondes triangulaires centrées sur trois valeursdi�érentes de t. 111



Chapitre 6. Tests et applicationsBien qu'il soit connu que, due au bruit, l'erreur de classi�cation a une bornesupérieure de "g � 0:14 [6], nous avons entraîné NetLines jusqu'à ce que l'erreurd'apprentissage soit zéro.Nous avons entraîné les réseaux avec les mêmes 11 ensembles d'apprentissagede P = 300 exemples, et faisant pour la généralisation un test indépendant sur unensemble de G = 5000 comme dans une récente et très complète étude [38]. Nos ré-sultats, avec les meilleurs résultats d'autres algorithmes (qui atteignaient "g < 0:25dans [38]) sont montrés dans la �gure 6.12. Les résultats de NetLines et Monoplan[97, 96] correspondent à l'erreur d'apprentissage "t = 0. En fait, les résultats obtenusavec un perceptron simple entraîné avec Minimerror-L ou avec l'algorithme du Per-ceptron (qui peut être considéré comme le cas extrême de early stopping) ne sontguère améliorés par des réseaux plus complexes. Ici encore nous voyons que, con-trairement à ce qu'on croyait, apprenant avec un algorithme à croissance ne produitpas de sur-apprentissage : le résultant "g reste le même que celui obtenu avec desréseaux plus petits. Les réseaux engendrés par NetLines ont entre 3 et 6 neuronescachés, dépendant des ensembles d'apprentissage. La structure du vote des réseauxen arbre réduit la variance, mais n'améliore pas la moyenne sur "g.
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6.3. Problèmes étalonLa classi�cation des IrisDans ce problème classique à trois classes, on doit déterminer la classe de plantesd'iris, à partir des valeurs de N = 4 attributs réels. La base de données de D = 150exemples, contient 50 exemples de chaque classe. Les réseaux étaient entraînés avecP = 149 exemples, et l'erreur de généralisation "g est la valeur moyenne de tousles 150 leave-one-out tests possibles. Les résultats de "g sont montrés comme unefonction du nombre de poids dans la �gure 6.13. Les barres d'erreur sont disponiblesseulement pour nos propres résultats. Dans ce problème, le vote des trois arbres,N1; N2 et N3, formé avec les trois séquences possibles d'apprentissage, améliore laperformance en généralisation.
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1XPEHU�RI�ZHLJKWVFigure 6.13: Iris. Erreur de généralisation "g vs. le nombre de paramètres (échellelogarithmique). 1 : Offset [64], 2 : RPG [64] ; 4, 5 : RPG, 3 et 6 :GOT [104].Autres applicationsOutre ces résultats, nous avons fait aussi deux études préliminaires d'applications,l'une issue du domaine médical : la classi�cation des données du Service de Toxicolo-gie du Centre Hospitalier Universitaire de Grenoble [22, 26] et l'autre du domaineindustriel : le diagnostic non destructif de failles dans des tuyaux métalliques à par-tir des mesures magnétiques [74]. Ces études sont encore en cours, mais les résultatsde tests préliminaires sont prometteurs. 113



Chapitre 6. Tests et applications6.4 ConclusionDans ce chapitre, nous avons présenté des comparaisons avec des résultats obtenuspar d'autres algorithmes d'apprentissage sur plusieurs problèmes étalon, sur la basede l'erreur de généralisation et du nombre de paramètres du réseau. Le problèmedes échos sonar, par exemple a montré la qualité de l'algorithme d'apprentissageMinimerror-L dans des problèmes à grande dimension. Le problème binaire de deuxou plus domaines, nous a appris quelque chose sur la capacité de généralisation et lesur-apprentissage : en e�et, nous n'avons pas constaté d'amélioration sur l'erreur degénéralisation en arrêtant la croissance avant que l'erreur d'apprentissage soit zéro.Dans les problèmes à entrées réelles, nous espérions une performance de NetLinessupérieure à celle de Monoplan, fait que nous avons corroboré sur la classi�cationde cancer du sein (où la performance de NetLines est légèrement inférieure mais leréseau est moins complexe) et dans le problème de classi�cation des diabète, quenous n'avons pas résolu avec Monoplan.Nous avons aussi constaté l'e�cacité de la stratégie des réseaux en arbre dansles problèmes à trois classes des ondes de Breiman et de classi�cation des iris. Ainsi,nous avons montré que les réseaux bâtis avec Monoplan et NetLines ont des per-formances en généralisation comparables (voire meilleures) à celles obtenues avecd'autres méthodes.En ce qui concerne l'algorithme NetSphères, on ne peut pas conclure de chosesspéci�ques, car il est encore en test. D'autres voies pour l'apprentissage des ciblesdes unités cachées doivent être explorées, ce qui, en principe, devrait réduire lenombre d'unités nécessaires et donc, améliorer sa capacité de généralisation.
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Chapitre 7Conclusion et Perspectives
Dans ce mémoire, nous avons présenté des algorithmes d'apprentissage constructifspermettant de générer des réseaux de neurones binaires à une couche cachée, pourla classi�cation de données.Le développement d'algorithmes constructifs comporte deux aspects, égalementimportants. Le premier est la mise au point de l'algorithme d'apprentissage desunités que l'on sera amenés à ajouter, et qu'on devra entraîner e�cacement. Ledeuxième est la mise au point d'une heuristique de construction intelligente. Ladéfaillance de l'un ou de l'autre a pour conséquence la construction de réseaux tropgrands, voire l'impossibilité d'apprendre et de généraliser correctement.Dans le travail décrit dans cette thèse, nous avons contribué à ces deux aspects.Nous avons d'abord amélioré les performances d'un algorithme existant, Minimerror-L, pour l'apprentissage avec des neurones linéaires binaires, et nous avons proposéune généralisation non triviale, Minimerror-S, permettant l'apprentissage de sépara-tions hypersphériques. Nous appelons perceptrons sphériques les unités binaires cor-respondantes. Ces deux algorithmes ont des propriétés théoriques intéressantes, etprésentent des avantages sur d'autres algorithmes car ils permettent l'apprentissaged'ensembles séparables ou non.Nous avons développé trois heuristiques pour la construction de réseaux à unitésbinaires pour les problèmes de classi�cation. Les réseaux engendrés par ces méthodessont sans rétroaction avec une seule couche cachée connectée aux entrées, et unneurone de sortie connecté aux unités cachées :� Monoplan construit une machine à parité, bien adaptée à des problèmes àentrées binaires. Les unités cachées sont ajoutées successivement, pour corrigerles erreurs de l'unité précédente.� NetLines construit un réseau dont la décision de rajouter des unités cachéesest pilotée par l'erreur d'apprentissage du neurone de sortie. Cette heuristique115



Chapitre 7. Conclusion et Perspectivesest bien adaptée à des problèmes à entrées réelles.� NetSphères utilise la même heuristique que NetLines, mais avec des unitéscachées binaires sphériques.Ces heuristiques couplent une stratégie d'addition successive de neurones cachésavec les algorithmes d'apprentissage Minimerror (L/S). Ces algorithmes permettentune adaptation automatique du classi�eur à la complexité de la tâche. Les réseauxconstruits ont des unités cachées binaires dont les états constituent un codage �dèledes exemples. Chaque neurone caché dé�nit une frontière (ou morceau de frontière)entre les classes dans l'espace des entrées. L'apprentissage est rapide, parce qu'ilest réduit à celui de perceptrons simples. Des théorèmes de convergence (valablesaussi bien pour des entrées binaires que réelles) garantissent qu'une solution avecun nombre �ni de neurones cachés, existe.Nous avons testé nos méthodes et comparé leurs résultats sur plusieurs prob-lèmes étalon. Les réseaux engendrés par nos stratégies de croissance sont petits,bien que nous rajoutions des neurones cachés jusqu'à ce que le nombre d'erreursd'apprentissage s'annule. Dans les cas où NetLines bâtit de plus grands réseauxque ceux construits par d'autres algorithmes, l'erreur de généralisation reste faible,montrant que nos algorithmes constructifs ne présentent pas de phénomène de surap-prentissage.Ce travail ouvre de nouvelles perspectives dans le domaine du développementconstructif de réseaux pour la classi�cation. Parmi celles qui nous semblent promet-teuses, nous pouvons citer :� Construction des classi�eurs en arbre (comme Neural Tree) en utilisant Mini-merror-L et/ou Minimerror-S comme algorithme d'entraînement des n÷uds.� Construction d'un classi�eur hybride qui combine des hyperplans et des hy-persphères.� Construction d'un réseau à plusieurs couches cachées. Certains études mon-trent qu'un réseau à deux couches cachées peut être un meilleur approximateurqu'un réseau à une seule couche cachée. Des études empiriques, dans le cadrede la régression, montrent aussi que le nombre d'unités croit exponentiellementpour des réseaux à une couche cachée, mais polynomialement dans un réseauà 2 couches cachées.
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Annexes AAlgorithmes
Dans cette annexe nous présentons le pseudo-code de nos deux algorithmes d'appren-tissage de perceptrons linéaires Minimerror-L et sphériques Minimerror-S ; ainsi queles trois heuristiques incrémentales Monoplan, Netlines et Netsphères.On rappelle que l'ensemble d'apprentissage L� = f~��; ��g; � = �1; � = 1; � � � ; Pest composé de P exemples du type entrée-sortie, et que les représentations internes�� et la sortie du réseau �� = �1 sont binaires.
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Annexes A. AlgorithmesAlgorithm 1 Minimerror-LRequire:L� , N;Pwi (P� ��i ��; i = 0; � � � ; N {Règle d'Hebb}�0 {Pas du gradient}0:9 {Facteur de décroissance de �}�0; {Température initial}; ��0 {Decrément de la température}	( �+�� {Rapport de températures}a {Condition d'arrêt}�MAX {Maximum de bruit}; IMAX {Maximum d'itérations}INITIALISATIONt( 0�+(0)( �0; ��(t)( ��0~w� ( ~w�� ( signe( ~w� � ~��) ; � = 1; � � � ; Pf� (P�(�� � ��)=2 {Fautes}�� ( �+ {Température mémorisée de non changement du f�}repeatt( t + 1�+(t)( �+(t) + ��(t)�� ( �+(t)=	 {Véri�er toutes les t0 itérations}if (�+(t) < ��) then�( � � 0:9else�� ( �+(t)end if�wi ( ��( P
��0 ��i ��cosh2(��
�2 ) + P
�>0 ��i ��cosh2(�+
�2 ))~w( ~w + � ~w~w( ~w=k~wkf (P�(�� � ��)=2 {Fautes}if (f < f�) thenf� ( f ; �� ( �+(t); ~w� ( ~w; ��(t)( ��0else��(t)( log(t+ 1)��0end ifuntil (t < IMAX ET �� > a=
 ET �+ < �MAX)Minimiser avec gradient conjugué à la température � = ��E�(
 ; �) =P� 12(1� tanh �
�2 ) + (pN + 1� k~wk)2118



Algorithm 2 Minimerror-SRequire:L� , N;P{Centre de gravité et rayon calculé avec l'exemple � de la classe opposée} ~wi(0) =1P�P�j��=�1 ��i ; i = 1; � � � ; N ; �(0) = minfq(~w � ~��)2g�0 {Pas du gradient}; 0:9 {Facteur de décroissance de �}; ��0 {Decrément de latempérature}; 	( �+�� {Rapport de températures}; a {Condition d'arrêt}; �MAX{Maximum de bruit}; IMAX {Maximum d'itérations}INITIALISATIONt( 0; ��(t)( ��0; ~w� ( ~w; �� ( signe( ~w� � ~��);� = 1; � � � ; P ;f� (P�(�� � ��)=2; �� ( �+repeatt( t + 1�+(t)( �+(t) + ��(t); �� ( �+(t)=	Véri�er toutes les t0 itérations :if (�+(t) < ��) then�( � � 0:9else�� ( �+(t);end if� {a. Dé�nition euclidienne (4.33)}�wi = + �2 ( P���0 (wi���i )cosh2(����2 )�� + P��>0 (wi���i )cosh2(�+��2 )��)�� = � �2 ( P���0 ��cosh2(����2 ) + P��>0 ��cosh2(�+��2 ))� {b. Dé�nition logarithmique (4.37)}�wi = + �4 ( P���0 (wi���i )cosh2(����2 )k~w�~�k2 �� + P��>0 (wi���i )cosh2(�+��2 )k~w�~�k2 ��)�� = � �4 ( P���0 ��� cosh2(����2 ) + P��>0 ��� cosh2(�+��2 ))~w( ~w + � ~wf (P�(�� � ��)=2 {Fautes}if (f < f�) thenf� ( f ; �� ( �+(t); ~w� ( ~w; ��(t)( ��0else��(t)( log(t + 1)��0end ifuntil (t < IMAX ET �� > a=
 ET �+ < �MAX) 119



Annexes A. Algorithmes

Algorithm 3 MonoplanRequire: L�h = 0Mettre la classe à apprendre f��h+1 = ��g; � = 1; � � � ; PrepeatrepeatConstruire la couche cachée :h( h+ 1Connecter l'unité cachée h aux N + 1 entréesApprendre l'ensemble L ( f~��; ��h g�=1;��� ;P avec Minimerror-LSoit ��h la sortie calculé de l'exemple � après l'apprentissageMettre les nouveaux objetives à apprendre : f��h+1 = ��h ��hg�=1;��� ;Pif (h = 1 ET ��h+1 = 1; 8�) thenStop {L est linéairement séparable}end ifeh (P� (1� ��h+1)=2; {Compter le nombre d'erreurs d'apprentissage}until (eh > 0)Apprendre la sortie :Connecter l'unité de sortie aux h unités cachéesApprendre l'ensemble de RI L ( f~��(h); ��g�=1;��� ;P avec Minimerror-LSoit �� la sortie �nale à l'exemple � après l'apprentissage;Mettre f��h+1 ( ����g�=1;��� ;Pe� (P� (1� ��h+1)=2 {Compter le nombre d'erreurs d'apprentissage}until (h � Hmax ET e� > Emax) {Condition d'arrêt}
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Algorithm 4 NetLinesRequire: L� , N;Ph = 0Mettre la classe à apprendre f��h+1 = ��g pour � = 1; � � � ; PrepeatrepeatEntraîner les unités cachées :h( h+ 1 {Connecter l'unité cachée h aux N + 1 entrées}Apprendre l'ensemble L ( f~��; ��h g; � = 1; � � � ; P avec Minimerror-LSoit ��h la sortie calculé de l'exemple � après l'apprentissageMettre les nouveaux objectifs à apprendre : f��h+1 = ��h ��hg�=1;��� ;Pif (h = 1) then{Pour le premier neurone caché}if (��h+1 = 1; 8�) thenStop {L est linéairement séparable}elsemettre ��h+1 = ��h�� pour � = 1; � � � ; P ; aller à 1;end ifend ifeh (P� (1� ��h+1)=2; {Compter le nombre d'erreurs d'apprentissage}until (eh > 0)Apprendre la relation entre les RI et les sorties :Connecter le neurone de sortie aux h unités cachées entraînéesApprendre l'ensemble de RI L ( f~��(h); ��g; � = 1; � � � ; P avec Minimerror-LSoit �� la sortie �nale à l'exemple � après l'apprentissage;Mettre f��h+1 ( ����g�=1;��� ;Pe� (P� (1� ��h+1)=2 {Compter le nombre d'erreurs d'apprentissage}until (h = Hmax OU e � Emax); {Condition d'arrêt}
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Annexes A. Algorithmes
Algorithm 5 NetSphèresRequire: L� , N;Ph = 0Mettre la classe à apprendre f��h+1 = ��g pour � = 1; � � � ; PrepeatrepeatEntraîner les unités cachées sphériques :h( h+ 1 {Connecter l'unité cachée h aux N + 1 entrées}if (h = 1) then~w1 = 1P� P�j��=�1 ��ielse~wh = ~��j��h�1 6= ��h�1end ifApprendre l'ensemble L ( f~��; ��h g; � = 1; � � � ; P avec Minimerror-SSoit ��h la sortie calculé de l'exemple � après l'apprentissageMettre les nouveaux objetives à apprendre : f��h+1 = ��h ��hg�=1;��� ;Pif (h = 1) then{Pour le premier neurone caché}if (��h+1 = 1; 8�) thenStop {L est séparable}elsemettre ��h+1 = ��h�� pour � = 1; � � � ; P ; aller à 1;end ifend ifeh (P� (1� ��h+1)=2; {Compter le nombre d'erreurs d'apprentissage}until (eh > 0)Apprendre la relation entre les RI et les sorties :Connecter le neurone de sortie aux h unités cachées entraînéesApprendre l'ensemble de RI L ( f~��(h); ��g; � = 1; � � � ; P avec Minimerror-LSoit �� la sortie �nale à l'exemple � après l'apprentissage;Mettre f��h+1 ( ����g�=1;��� ;Pe� (P� (1� ��h+1)=2 {Compter le nombre d'erreurs d'apprentissage}until (h = Hmax OU e � Emax); {Condition d'arrêt}
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Annexes BLa convergence de NetLines
Dans cette annexe, nous allons montrer une solution particulière à la stratégied'apprentissage de NetLines. Cette solution est bâtie de manière telle que le cardinald'un sous-ensemble convexe d'exemples bien appris, Lh, grandit de façon monotoneavec l'addition d'unités cachées. Comme ce cardinal ne peut pas être plus grandque le nombre total d'exemples d'apprentissage, l'algorithme doit s'arrêter avec unnombre �ni d'unités cachées.On suppose que h unités cachées ont été ajoutées au réseau et que le neuronede sortie fait encore des erreurs de classi�cation sur les exemples de L� , (erreursd'apprentissage). Parmi ces exemples mal appris, soit � l'exemple le plus prochede l'hyperplan normal à ~wh, ci-après hyperplan-h. On dé�nit Lh le sous-ensembled'exemples (correctement appris) placé entre l'hyperplan-h et l'exemple ~��. Lesexemples 2 Lh ont 0 < 
h < j
�hj. Le sous-espace Lh et au moins l'exemple � sontbien appris si l'unité cachée, h + 1, a les poids :~wh+1 = � �h ~wh � (1� �h)� �h (~wh � ~��)ê0 (B.1)où ê0 � (1; 0; � � � ; 0). Les conditions que tous les deux Lh et l'exemple � aient desstabilités positives (i.e. correctement appris) imposent que :0 < �h < min�2Lh j
�hj � 
�hj
�hj (B.2)Les poids suivants entre les unités cachées et la sortie peuvent donner la sortiecorrecte à l'exemple � et aux exemples Lh :W0(h+ 1) = W0(h) + � � (B.3)Wi(h+ 1) = Wi(h) for 1 � i � h (B.4)Wh+1(h+ 1) = �� � (B.5)123



Annexes B. La convergence de NetLinesAlors, card(Lh+1) � card(Lh)+1. Comme le nombre d'exemples 2 Lh augmente defaçon monotone avec h, la convergence est garantie avec moins de P unités cachées.
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Annexes CAlgorithmes incrémentaux
Dans cette annexe nous présentons en pseudo-code quelques algorithmes incré-mentales pour la classi�cation. Pour tous ceux-là, l'ensemble d'apprentissage L�= f~��; ��g; � = �1; � = 1; � � � ; P est composé de P exemples du type entrée-sortie, les représentations internes RI par �� et la sortie du réseau �� = �1. Nousavons indiqué pour chacune des méthodes, l'algorithme d'apprentissage des unitésindividuelles utilisé par leurs auteurs.C.1 L'algorithme TilingAlgorithme proposé par Mézard et Nadal [68].Algorithm 6 Tiling1. Début. Couche L = 12. Mettre h = 0. Entraîner l'unité maîtresse �L;0 avec un algorithme commepocket sur L� .3. Tous les exemples sont-ils bien classés ?, si oui aller à 9.4. Faire h = h+1 pour ajouter une unité auxiliaire �hL qui va corriger les exemplesmal classées par l'unité �L;05. Calculer les RI ~�L = (��L;0; ��L;1; � � � ; ��L;h) � = 1; � � � ; P .6. Toutes les RI sont-elles �dèles ? sinon aller à 4.7. Ajouter une nouvelle couche :faire L = L + 1. Apprendre l'ensemble L = f~��L�1; ��g; � = 1; � � � ; P (La coucheL est construite en considérant comme entrées, les sorties de la couche L� 1).8. Aller à 2.9. Fin. 125



Annexes C. Algorithmes incrémentauxC.2 Sequential LearningL'algorithme Sequential Learning a été crée par de Marchand et al. [65].Algorithm 7 Sequential Learning1. Commencer avec une seule unité. Mettre deux compteurs p = P; h = 1 pourquanti�er le nombre d'exemples non appris et le nombre d'unités cachées.2. Apprentissage. L'unité cachée h est entraîné sur les p exemples.3. Réduire l'ensemble d'apprentissage. Les ph avec �� = �1 exemples qui ont étécorrectement classés sont enlevés de l'ensemble d'apprentissage. Faire p = ph. Sitous les p exemples ont le même ��, aller à 5.4. Insérer une nouvelle unité. Geler les poids de l'unité h, ajouter une nouvelleunité connecté à toutes les entrées. Faire h = h + 1. Aller à 25. Connecter l'unité de sortie �.6. Apprendre la sortie avec l'algorithme du perceptron.7. FINC.3 L'algorithme Cascade CorrelationL'algorithme Cascade Correlation a été crée par Fahlman et Lebière [29].Algorithm 8 Cascade Correlation1. Commencer avec un perceptron simple avec des poids choisis au hasard. En-traîner jusqu'à une performance choisi avec l'algorithme quickprop. Si la perfor-mance est trouvée, aller à 5, autrement ajouter des unités cachées une à une.2. Une queue d'unités candidates est générée. Chaque unité fera une recherchedans l'espace de poids. Cette queue permettra de diminuer le risque d'insérer uneunité attrapée dans un minimum local. Chaque unité candidat est entraîné pourmaximiser la corrélation entre sa sortie et la signal d'erreur résiduelle du réseau.3. Insérer l'unité. L'unité candidate avec le score plus haut est inséré dans leréseau. On gèle ses poids. La nouvelle unité est connectée à la sortie avec despoids aléatoires.4. Entraîner le réseau. L'unité de sortie est entraînée en calculant tous ses poids.Si la performance est satisfaisante, aller a 5, autrement aller à 2.5. STOP
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C.4. L'algorithme O�setC.4 L'algorithme O�setCet algorithme a été crée par Martinez et Estève [64].Algorithm 9 O�setCouche cachée 1 :1. Faire h = 0Repeter� Connecter le neurone h aux N + 1 entrées� Apprendre l'ensemble L� avec l'algorithme pocket� Soit ��h la sortie calculé de l'exemple � après l'apprentissage� Mettre les nouveaux objectives à apprendre : �� = ����� (Les erreurs faitespar l'unité H sont transformées en �� = +1 et les exemples bien appris en�� = �1, avec � dé�ni comme la fonction booléenne OU-exlusif).� Si il n'y a plus d'erreurs aller à la couche cachée 2Tandis qu'il y ait des erreurs d'apprentissage.Couche cachée 2 :L'algorithme O�set réduit n'importe quelle fonction binaire à un problème de laparité à dimension h, en calculant les poids de façon géométrique pour donner lasortie correcte.Créer h unités cachés binaires.Soit Ph le nombre des RI distinctes; alors :� Si Ph = 2h on a le problème de la parité complet.� Si Ph < 2h on a la parité incomplète, on peut donc e�acer des unités redon-dantes en gardant la �délité des RI.
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Annexes C. Algorithmes incrémentauxC.5 L'algorithme UpstartL'algorithme Upstart a été crée par Frean [31].Algorithm 10 Upstart1. Apprendre l'ensemble L� avec un perceptron, qui sera l'unité mère Z.2. Tester. Si tous les exemples sont bien classées alors STOP.3. Si (��Z 6= ��) pour au moins un exemple �, alors de façon recursive, intercalerdeux neurones X et Y entre les entrées et l'unité mère :� Enseigner à X 8<:�� = +1 si �� = �1; ��Z = +1 (WON)�� = �1 autrement� Enseigner à Y 8<:�� = +1 si �� = +1; ��Z = �1 (WON)�� = �1 autrementApprendre la sortie à Z avec l'algorithme Pocket.L'unité X devienne une unité mèreL'unité Y devienne autre unité mèreAller à 2.C.6 Arbre neuronalIl y a deux versions d'arbres : de décision [6] ou neuronaux [87, 30]. Nous allonsdécrire un arbre neuronal binaire, où chaque noeud t peut être terminal (feuille as-sociée à une classe � = �1) ou un sous-arbre (n÷ud interne avec deux n÷uds �ls :gauche et droite). Chaque n÷ud est associé à un neurone, mais plusieurs n÷udspeuvent être associés à une même classe.Construction de l'arbre. SoitL� l'ensemble d'apprentissage. Soient L(t) l'ensembled'apprentissage pour le n÷ud t et �t un neurone associé à t si celui-ci n'est pas unefeuille ou bien une étiquette �1 dans le cas contraire.Classi�cation. La classe d'un exemple ~�� peut être établie par :
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C.6. Arbre neuronal
Algorithm 11 Arbre neuronal. ConstructionRequire:L� , N;Pt( racine et L(t)( L�SI (L(t) = 0) alors STOPEntraîner le neurone �t à séparer L(t) en deux sous ensembles :L�(t) où la sortie de �t = �1 et L+(t) où la sortie de �t = +1Ajouter à t un n÷ud gauche t� :� SI L�(t) contient seulement exemples de la classe � = �1, alors t� est unefeuille, avec L(t�) = 0;� SINON sera un n÷ud interne avec L(t�) = L�(t).Ajouter à t un n÷ud droite t+ :� SI L+(t) contient seulement exemples de la classe � = +1, alors t+ est unefeuille, avec L(t+) = 0;� SINON sera un n÷ud interne avec L(t+) = L+(t).Répéter le même algorithme pour t� et t+; commençant par le pas 2.
Algorithm 12 Arbre neuronal. Classi�cationRequire:~��1. Soit t = racine2. Si le n÷ud t est une feuille, alors la classe de ~�� est donné par la classe associéà ce n÷ud, sinon :� SI �t(~��) = �1 alors t = t�� SINON t = t+3. Aller à 2.
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Annexes C. Algorithmes incrémentauxC.7 Restricted Coulomb Energy (RCE)Cet algorithme a été crée par Cooper et al. [80].Algorithm 13 Restricted Coulomb Energie1. Présenter le premier exemple f~�1; � 1g. Créer un neurone caché G1 et un neuronede décision H1, avec des paramètres ~w1 = ~�1 et rayon d'in�uence �0.La sortie de G1 = 8<:1 si Pi k~�1i � ~w1i k2 � �00 autrementConnecter le neurone H1 à la sortie de G1 par un poids de 1.Sortie de H1 = 8<:1 si Pi ~�i � 1) � = 10 autrement � = �12. Présenter un deuxième exemple f~�2; � 2g. On va tomber sur l'une des quatresituations suivantes :� a) ~�2 2 classe � = +1. On active la sortie de G1, la sortie de H1 vaut donc1 : la classi�cation est correcte, rien à faire.� b) ~�2 2 classe � = +1 mais n'active pas le neurone G1, donc H1 = 0: l'exemple n'a pas été reconnu. Rajouter une unité cachée G2, avec desparamètres ~w2 = �2, rayon d'in�uence �0. Connecter le neurone H1 à lasortie de G2 par un poids de 1.� c) ~�2 2 classe � = �1, mais la sortie de H1 vaut donc 0 : classe inconnue.Créer une unité G2 et une autre H2, avec des paramètres : ~w2 = �2, Rayond'in�uence �0Connecter le neurone H2 à la sortie de G2 par un poids de 1.� d) ~�2 2 classe � = �1, mais le réseau lui donne la classe � = +1. Il active leneurone G1 et donc de H1. Il faut créer une unité G2 et une autre H2 pourla nouvelle classe mais aussi limiter les rayons d'in�uence : ~�2 ne devra pasactiver G1 ni H1, �1 � k~�2 � ~w1k. �2 � k~�2 � ~w2k.3. Répéter les pas 1 et 2 autant de fois qui soient nécessaires pour bien classertous les exemples.
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Annexes DDécomposition en biais et varianceRécemment il y a eu une grande activité sur le thème du biais et de la variance :[40, 34, 11, 25, 93, 58], mais il n'existe pas un consensus général. En grande partieparce qu'on ne peut pas traiter un problème d'approximation où la mesure d'erreurest continue, comme par exemple :e(~��) = (�� � ��)2 (D.1)comme un problème de classi�cation, où la mesure d'erreur est une fonction deHeaviside (2.8). D'après la littérature, il est possible de séparer les dé�nitions encelles [11, 25, 93, 58] qu'essaient de faire une décomposition de biais+variance àla façon (D.4) et l'approche due à Friedman [34], qui montre que le biais et lavariance suivent une forte interaction de façon assez di�érente en classi�cation qu'enapproximation.D.1 Cas de la régressionGeman et al. ont calculé le biais et la variance pour des problèmes d'approximationde fonctions. Soit L� un ensemble d'apprentissage où :�� = f(~��) + �� (D.2)L'objectif est de construire un modèle de la fonction f(~�) en utilisant les exemplesde l'ensemble L� . Si on désigne par f̂(~�;L) l'estimation obtenue en entraînantun algorithme sur L� , une estimation possible de f̂(~�;L) est l'erreur quadratiquemoyenne sur le point ~� : e(~�) = h(f(~�)� f̂(~�;L))2iL (D.3)131



Annexes D. Décomposition en biais et varianceoù h� � � iL représente l'espérance sur l'ensemble L� . Compte tenu du fait que lafonction f est inconnue, la valeur (D.3) ne peut pas être calculée directement.Soient �� = f(~��) la vraie fonction à approximer, �� = f̂(~��;L) l'estimationobtenue en utilisant L� , et f(~��) = h� j~��i, le tout dépendant de ~�� qu'on ne l'écritplus. Alors, si on utilise la mesure d'erreur (D.3) moyennée sur plusieurs ensemblesd'apprentissage L�i ; i = 1; � � � ; l, on peut calculer :h(f � f̂)2i = h(f � hf̂i+ hf̂i � f̂)2i= h(f � hf̂i)2i+ h(hf̂i � f̂)2i+ 2h(f � hf̂i) � (hf̂i � f̂)ialors, l'erreur d'approximation (D.3) sur le point ~� peut être décomposée comme :h(f � f̂)2i = hf � hf̂ii2| {z }(biais)2 + hhf̂ � hf̂ii2i| {z }�=variance (D.4)Le premier terme est le carré du biais et renseigne sur l'écart entre la valeur dela fonction f évaluée au point ~� et la valeur donnée par l'estimateur f̂ moyennée surtous les l ensembles d'apprentissage possibles. Le deuxième terme correspond à lavariance �, qui mesure la sensibilité de l'estimateur f̂ face au choix d'un ensembled'apprentissage particulier L�i .Comme on a du bruit �, si l'estimation fournie par f̂(~��) passe par tous les Ppoints de l'ensemble L� , on aura :hf̂(~��)i = hf(~��) + ��i = f(~��) (D.5)h(f̂(~��)� hf(~��)i)2i = h(f(~��) + �� � f(~��))2i = h(��)2i (D.6)Le biais de f̂ est nul et � égal à celle du bruit. Cette situation (ou interpolation)correspond à un sur-apprentissage, et il faut l'éviter. L'estimateur f̂ approche malla fonction cible f . Si on lisse l'estimateur f̂ (ce qui correspond à éliminer certainsdegrés de liberté), ceci peut améliorer l'approximation, car on a réduit la variance.Cependant, si on le lisse trop, certains détails risquent d'être perdus, ce qui impliqueune augmentation du terme de biais, qui entraîne à son tour une augmentation del'erreur. D'après l'équation (D.4), on voit que quand le biais et la variance sont tousdeux nuls, f̂ = f . Ceci est la situation optimale, ou le réseau modélise parfaitementla fonction f . En réalité comme on ne dispose que d'un ensemble �ni d'exemples onpourra faire seulement une bonne approximation, dont le biais et la variance serontpetits. La question de comment trouver le meilleur compromis reste malgré toutouverte.132



D.2. Cas de la classi�cationD.2 Cas de la classi�cationDans les problèmes de classi�cation (� = �1) l'expression (D.2) n'est pas tout à faitcorrecte, parce que le bruit �� pourrait ne pas être négligeable par rapport à �� etchanger la valeur de �� à ���. Le bruit se présente ici plutôt dans les entrées ~��.Soit un problème de classi�cation à deux classes � = �1, et soit � = f(~�) = �1,la vraie classe de ~�. Soit �i(~�) la classe de ~� estimée avec l'ensemble d'apprentissageL� , i = 1; � � � ; l. Soit :
f+(~�) = 1l lXi=1 �(�i(~�)) = 1l lXi=1 �(�i(~�) = 1) (D.7)la fraction des machines qui estiment que la classe de ~� est 1. Si on classe ~� avec uncomité de machines 1 :

�̂(~�) = ( +1 si f+(~�) > 12�1 autrement (D.9)Alors, l'erreur de généralisation (erreur de prédiction) pour l'exemple ~� va être :"g(~�) = P(� = +1) � P(�̂ = �1) + P(� = �1) � P(�̂ = +1) (D.10)Si on suppose que f+(~�) est une variable gaussienne de moyenne f+ et de variance�2+ (la dépendance en ~� est omise), alors :P(f+) = 1p2��+ exp��(f+ � f+)22�2+ � (D.11)1Un comité de machines est un ensemble de L réseaux (classi�eurs) f̂l; l = 1; � � � ; L. On prendla sortie du comité sur le point ~�, f̂COM (~�) comme la moyenne des sorties des réseaux qui formentle comité, sur ce point : f̂COM (~�) = � 1L LXl=1 f̂l(~�)! (D.8)
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Annexes D. Décomposition en biais et varianceOr, en utilisant (D.9) et (D.11), la probabilité que �̂ soit égal à -1 est :P(�̂ = �1) = P(f+ < 12) (D.12)= 12Z�1 P(f+)df+ (D.13)= 1� +1Z12 P(f+)df+ (D.14)= 1� +1Z12 df+p2��2+ exp��(f+ � f+)22�2+ � (D.15)Si on prend : u = (x � f+)=�+ alors du = dx=�+, et u(x = 12) = (12 � f+)=�+,d'où, on aura : P(�̂ = �1) = 1� 1p2� 1Z( 12�f+)=�+ e�u2=2du (D.16)Et �nalement : P(�̂ = �1) = 1� � 12 � f+�+ !
= � �( 12 � f+)�+ ! (D.17)en utilisant le fait que : �(�u) = 1� �(u) (D.18)De façon analogue, et en suivant un raisonnement similaire, pour P(�̂ = +1) onaura : P(�̂ = +1) = p(f+ > 12)= � 12 � f+�+ ! (D.19)De (D.17) et (D.19), l'erreur de généralisation sur le point ~�, est :"g(~�) = p(� = 1) � � � 12 � f+�+ !+ p(� = �1) � � 12 � f+�+ ! (D.20)= �"signe(f � 12) � f+ � 12�+ !# (D.21)134



D.2. Cas de la classi�cationf étant la vrai probabilité que � = 1.Maintenant l'erreur de généralisation "g dépend de la vraie probabilité f et def+ à travers : B(f; f+) = sign(12 � f)(f+ � 12) (D.22)Si �2+ > 0, l'erreur "g(~�) (D.21) est une fonction monotone et croissante de B(D.22), qu'on appellera le biais à la frontière. Alors, f+ et �2+ a�ectent la classi�ca-tion de façon très di�érente que dans les problèmes d'approximation. Etant donné�2+, l'erreur d'approximation (D.4) est proportionnelle à la distance (f�f+)2, tandisque, en classi�cation, la dépendance est seulement à travers le signe de (f � 12). Apartir de cela, deux situations peuvent se présenter :� Si B < 0 l'erreur de classi�cation décroît si on augmente jf � 12 j indépendam-ment de l'estimation du biais (f � f+)2.� Si B > 0 l'erreur de classi�cation augmente avec la distance entre f+ et 12 .D'un autre côté, étant donné f+, pour les problèmes de régression, l'erreur (D.4)est proportionnelle à �2+, mais pour la classi�cation l'e�et de �2+ dépend surtout dusigne de B :� Si (B < 0) l'erreur de classi�cation décroît si on décroît �2+ (mais non de façonlinéaire).� Si (B > 0) l'erreur de classi�cation augmente si on décroît �2+Ce qu'il faut retenir de cette discussion c'est que pour les problèmes de régres-sion, de faibles variances �2+ ne donnent pas forcement de faibles "g, car le carrédu biais peut être grand. En ce qui concerne la classi�cation, �2+ = 0 correspond àavoir une classi�cation optimale si B < 0, mais à une erreur maximale si B > 0. Enapproximation, la dépendance de l'erreur par rapport à f+ et �2+ est additive, tandisqu'en classi�cation il y a une forte interaction non linéaire : l'in�uence du biais àla frontière peut être atténuée si �2+ est petite, et en même temps, l'in�uence de �2+dépend du signe du biais. Pour la classi�cation donc, �2+ ! 0 est important maisle carré du biais ne l'est pas [34] (on dit que la variance tend à dominer le biais) :il est su�sant que f+ et f soient du même côté par rapport à 12 (étant donné queB < 0), et alors on peut réduire "g en réduisant seulement la variance �2+.D'autres auteurs (Dietterich et Kong [25], Breiman [11], Tibshirani [93] et Kohaviet Wolpert [58]) essaient de faire une décomposition du biais+variance similaire à(D.4), mais de ceci résultent parfois des mesures de variance négatives [11, 25] oudes expressions qui ne permettent pas de faire une décomposition additive [93]. 135
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